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PRAENOTANDA. 


D E 

CALCVLO  INTEGRALI 

IN  GENERE. 


Definitio  i. 

X. 

Calculus  integraHs  eft  methodus  ex  data  differen * 
tialium  relatione  inueniendi  relationem  ip/arum 
quantitatum  : et  operatio  , qua  hoc  praejtatur , 
integratio  vocari  folet. 

C o r o 1 1.  i. 

a.  Cum  igitur  calculus  diflerentialis  ex  data 
relatione  quantitatum  variabilium  , relationem  diflfc* 
rentialium  inueftigare  doceat:  calculus  integralis  me- 
thodum inuerfam  fuppeditat. 

A Coroll.  2. 
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C o r o 1 1.  2. 

3.  Quemadmodum  fcilicet  io  Analyfi  perpetuo 
binae  operationes  (ibi  opponuntur  , 'veluti  (ubtra&io 
.additioni , diuifio  multiplicationi  x extrario  radicum 
euc&ioni  ad  poteftates,  it*  etiam  fimili  ratione  cal- 
culus integratis  calculo  differentiati  opponitur. 

C o r o 1 1.  3. 

4.  Propofit^-  relatione  quacunque  inteq  binas 
quantitates  \ariabilea  x.  et  y,,  ia  calcula  differenjtiali 
methodus  traditur  rationem  differentialium  dy:dx 
inueftigandi : fin  autem  ■viciflim  cx  hac  differentia- 
liun^  ratippe.  ipfa  quantitatum,  a:  et  y td?tiq  fitde? 
finienda,  hoc  opus  calcula  integrali  tribuitur* 

SchoMon  i. 

5 Ia.  calculo  difftrcntiali  iam  notaui-,  quae- 
ftionem  de  diffcrentialibu^  non  ablolute  led  relatiue 
cfle  intclligendam  , ita  \t  , fi  y fuerit  fundtio  quae- 
cunque ipfius  x , non  taiji  ipfum  eius  differentiate 
dy  , quam  eius  ratio  ad  differentiate  dx  fit  definienda. 
Cum  enim  omnia  diffcrcntialia  per  fe  fint  nihilo  ae- 
qualia , quaecunque  fundtio  y fuerit  ipfius  x , femper 
eft  dyz ro  , neque-  fic  quicquam  amplius  abfolute 
quaeri  poflet.  Verum  quaeftio  ita  rite  proponi  de- 
bet , vt  dum  x incrementum  capit  infinite  paruum 
adeoque  euauefcens  dx  , definiatur  ratio  incrementi 
fnndionis  y , quod  inde  capiet , ad  iftud  dx  : etlL 
enim  Ytrumque  efl  — o,  tamen  ratio  certa  inter  ea 
intercedit , quae  in  calculo  diffcrcntiali  proprie  in-- 

\efti- 
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yeftlg^rtth  tft  fi  fherit  j-zzXX , in  cdtcdto  diffe- 
rentiati oftenditur  effe  ^~ix  neque  hanc  incre- 
mentorum rationem  eflfe  vfcratii , nifi  incrementum 
dx , ex  quo  dy  fialcituf , nihilo  aequale  ftattiatur. 
Verum  tamen  hac  vera  rfiffttertmlinrti  notione  cb- 
fferuata  IbcutioneS  communes , quibus  differentiati^ 
quafi  abfolute  enHrtcbtntur  ,•  tolerari  pofliint , dum-» 
modo  femper  in  mente  ISltem  ad  veritatem  tefe-* 
fdfitnt.  Retfie  crgO  dicimus,  fi  yzzxx,  fert  fyzzibidxi 
dmctft  feKtrm  noti  dffet'  fi  q&?s  diceret 
vel  dy—\xdXy  quoniam  obdx—o  et  dydio^hao 
aequalitates  aeque  fubfifljerenr ; fcd  j*rima  fola  rationi 
ver*4f  zz  x x e it  oonfentanea.  .>  ■ , • .? 

I . Scholtoff  3.  - r ’ 

‘ &.  Qitchiadthodrfm  calcultis'  diffirentHfis  £pa& 

Anglos  methodus  fluxionum  -appellatur,  ita  taltultri 
integralis  ab  iis  methodiis  fluxionum  inuerfa  vocari 
fofet , quandoquidem  a fluxionibus  ad  quantitates 
Anentes  reuertitar.  Qnas  eainr  rios  qndntitates  va- 
riabile vocamus  ,<  eas  Angli  nomine  magis  idoneo 
quantitates  fluentes  vocartt , et  earum  incremehta  in- 
finite parua  feu  euanefcentia  fluxiones  nominant,  itu 
vt  fluxiones  ipfis  idem  fint , quod  nobis  difleren- 
tialia.  Haec  diueriitas  loquendi  ita  iam  vfu  inualuic 
vt  conciliatio  vix  vnquam.  iit  expciftanda  , equidem 
Angles  ia  formulis  loquendi  lubenter  imitarer  t fed 
figna  quibus  nos  vtimur,  illorum  lignis  longe  ante- 
ferenda videntur.  Verum  cum  tot  iam  libri  vtraqud 
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ratione  confcripti  prodierint , huiusmodi  conciliatio 
nullum  vfum  cflet  habitura. 

Definitio  2. 

7.  Cum  fun&ionis  cuiuscunque  ipfius  x difie- 
rentiale  huiusmodi  habeat  formam  Xdx  , propofita 
tali  forma  differentiali  Xdx , in  qua  X fit  fumftio 
quaecunque  ipfius  x , illa  funftio , cuius  difleren- 
tiale  eft  ~Xdx  , huius  vocatur  integrale,  et  prae- 
fixo figno  f indicari  folet,  ita  vt  /Xdx  eam  deno- 
tet quantitatem  variabilem , cuius  differentiate  eft 

C o r o 1 1.  1. 

8.  Quemadmodum  ergo  propofitae  formulae 
diflerentialis  Xdx  integrale  , feu  ea  funftio  ipfius  xt 
cuius  differentiate  eft  ~Xdx , quae  hac  (criptura 
/ Xdx  indicatur  , ip.ueftigari.  debeat , in  .calculo  in- 
tegrali  eft  explicandum. 

C o r o 1 1.  2. 

9.  Vti  ergo  littera  d fignum  eft  differentia- 
tionis , ita  littera  f pro  figno  integrationis  vtimur  , 
ficque  haec  duo  figna  fibi  mutuo  opponuntur  , et 
quafi  fe  deftruunt  fcilicet  fdX  erit  =X  , quia  ea 
quantitas  denotatur  cuius  difierentiale  eft  dX  , quae 
vtique  eft  X. 

C o r o 1 1.  5. 

10.  Cum  igitur  harum  ipfius  x funftionum 
x*,  x*yV  (aa—xx)  diflerentialia  fint  a xdx,  nxn“'dx, 

ifiTZji ) figno  integrationis  / adhibendo  patet  fore 

/ax 
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/axdx:=xx;  fnx*~'dx=x'ifjf£^^)zzV{<ia-xx) 
vnde  vfus  huius  ligni  clarius  perlpicitur. 

Scholion  i. 

iz.  Hic  vnica  tantum  quantitas  variabilis  in 
cdmputum  ingredi  videtur , cum  tamen  ftatuamus 
tam  in  calculo  differentiali  quam  integrali  femper 
rationem  duorum  pluriumue  diffcrentialium  fpedari. 
Verum  etH  hic  vna  tantum  quantitas  variabilis  x 
apparet  , tamen  reuera  duae  confiderantur  ; altera 
enim  eft  ipfa  illa  fundio , cuius  differentiale  fumi* 
mus  effe  Xdx , quae  fi  defignetur  littera  y erit 
d/~Xdx , feu  jl  — X,  ita  vt  hic  omnino  rati® 
deferentialium  dy\dx  proponatur,  quae  efi  ==  X , 
indeque  erit  y—fXdx : hoc  autem  integrale  non 
tam  ex  ipfo  differentiati  Xdx,  quod  vtique  eft  =ro, 
quam  ex  eius  ratione  ad  dx  inueniri  eft  cenfendum. 
Caeterum  hoc  fignum  f vocabulo  fummae  efferri 
folet , quod  ex  conceptu  parum  idoneo  , quo  inte- 
grale tanquam  fumma  omnium  differentialium  fpe- 
datur  , eft  natum  ; neque  maiore  iure  admitti 
poteft  , quam  vulgo  lineae  ex  pundis  conftare  con- 
cipi folent. 

Scholion  2. 

xa.  At  calculus  integralis  multo  latius  quam 
ad  huiusmodi  formulas  integrandas  patet , quae  vni- 
cam  variabilem  complebuntur.  Quemadmodum  enim 
hic  fundio  vnius  variabilis  x ex  data  differentiatis 
forma  inueftigatur ; ita  calculus  integralis  quoque 
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extendi  debet  ad  fun&iones  duarum  pluriumue  ta- 
riabilium  imieftigandas,  cum  relatio  quaedam  differen- 
tialium  fuerit  propofita.  Deinde  calculus  integralis  non 
folum  ad  differentialia  primi  ordinis  adftringitur  , 
fed  etiam  praecepta  tradere  debet , quorum  ope  fun- 
ftiones  tam  Tnius  quam  duarum  phmumue  varia- 
bilium  inueftigari  queant,  cam  relatio  quaedam  dif- 
fcrentialium  fecundi  altiorisue  cuiusdam  ordinis  fue- 
rit data.  Atque  hanc  ob  rem  definitionem  calculi 
integralis  ita  inftruximus  , Yt  omnes  htriusmodi  iir- 
veftigationes  in  fe  completteretur  ; differentialia  enim 
cuiusque  ordinis  intelligi  debent , et  voce  relationis, 
quae  inter  ea  proponatnr  , fiim  vfus  , \t  latius  pa- 
teret voce  rationis  , quae  tantum  duorum  differen- 
tialium  comparationem  indicare  yideatirr.  Ex  his 
ergo  diuifionem  calculi  integralis  conftituere  pote- 
rimus. - * 

Definitio 

13.  Calculuc  integralis  diuiditur  in  duas  par- 
tes , quarum  prior  tradit  methodum  fundtionem 
vnius  variabilis,  inueniendi  ex  data  quadam  relatione 
inter  eius  differentialia  tam  primi  quam  altiorum 
ordinum. 

Pars  autem  altera  methodum  continet  fun&io- 
nem  duarum  pluriumue  variabilium  inueniendi,  cum 
relatio  inter  eius  differentialia  fiue  primi  fiue  altior- 
ris  cuiusdam  gradus  fuerit  propofita. 

Coro  11.  1. 

14..  Prout  ergo  funftio  ex  data  differentialium 

rcla- 
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tchtionc  ranaumb  vel  vniaun  variabilem  comple-1 
dicer , vel  dnas  pta  resue  inae  calculus  iategrali* 
commode  io  duas  partes  principales  difpefcitur  y qui* 
bus  exponendis  duos  libros  defti  namus. 

. * CorolL  2. 

«5.  Semper  igitur  calculus  integratis  m in- 
ventione fundionum  vel  vnius  vel  plurium  variabi- 
lium verfatur  , cum  fcilicet  relatio1  quaepiam  inter 
eius  dif&rentialia  fiue  altioris  cuiuspiam,  ordinis  fue- 
rit propoiita. 

, S c h © 1 i o n* 

i » 

r 6.  Cum  hic  primam  partem  calculi  integra* 
lis  in  inueftigatione  fundionum  vnicae  variabilis  ex» 
data  diflcrentialium  relatione  conftituamus , plure* 
partes  pro  numero  variabilium  fiindioncm  ingredi— 
entium  conftitui  debere  videatur  , ita  vt  pars  fecun-» 
da  fundiones  duarum  variabilium , tertia  trium  , 
quarta  quatuor  etc.  compledatur.  Verum  pro  his 
pofterioribus  partibus  methodus  fere  eadem  requiri- 
tur , ita  vt  fi  inuentio  fundionum  duas  variabiles' 
inuoluentium  fuerit  in  poteftate  , via  ad  eas , quae 
plures  variabiles  implicant , fatis  fit  patefada ; vnde 
inuentionem  eiusmodi  fundionum,  quae  duas  pluresue 
variabiles  continent,  commode  conriungimus,  indeque 
vnicam  partem  calculi  integralis  conllituimus  pofte- 
riori  libro  tradandam. 

Caererum  haec  altera  pars  in  elementis  adhuc' 
nusquam  cft  tradata  , etiamfi.  eius  < vius  in  Mecha- 
nica 
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n ca  ac  m ec  pue  in  dodrina  fluidorum  maximi  fit 
Tius.  Quocirca  cum  in  hoc  genere  praeter  prima 
rudimenta  vix  quicquam  fit  exploratum  , noder  fe- 
cundus liber  de  calculo  integrali  admodum  erit  fle- 
rilis , ac  praeter  commemorationem  eorum , quae 
adhuc  defiderantur  , parum  erit  expe&andum  ; ve- 
rum hoc  ipfum  ad  fcientiae  incrementum  multum 
conferre  videtur. 

Definitio  4. 

17.  Vterque  de  calculo  integnli  liber  com- 
mode fubdiuiditur  in  partes  pro  gradu  differentia- 
lium,  ex  quorum  relatione  fbnd  onem  quaefitam  itt- 
vedigari  oportet.  Ita  prima  pars  verfatur  in  rela- 
tione diderentialium  primi  gradus , fecunda  in  rela- 
tione differentialium  fecundi  gradus  , quorfum  etiam 
differentialia  altiorum  graduum  ob  tenuitatem  eorum, 
quae  adhuc  Aint  inueftigata,  referri  poffunt. 

C o r o 1 1.  1. 

18.  Vterque  ergo  liber  condabit  duabus  par- 
tibus , in  quarum  priore  relatio  inter  differentialia 
primi  gradus  propofita  confiderabitur  , in  poderiore 
vero  riusmodi  integrationes  occurrent,  vbi  relatio  inter 
differentialia  fecundi  altiorumue  graduum  proponitur. 

C o r o 1 1.  2. 

19.  In  primi  ergo  libri  parte  prima  eiusmodi 

funftio  variabilis  x inuenienda  proponitur,  vt  polita 
ea  fun&ioae  — y , et  ^ , relatio  quaecunque 

data 
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dita  inter  has  tres  quantitates  x , y et  p adimplea- 
tur : feu  propofita  quacunque  aequatione  inter  has 
ternas  quantitates  * vt  indoles  funftionis  y feu  aequa- 
tio inter  x et  y tantum  , exdufa  py  eruatur. 

C o r o 1 1.  5. 

20.  Pofterioris  autem  partis  primi  libri  quae» 

ftiones  ita  erunt  comparatae , vt  polito  d^—pt 
H = — r etc.  R proponatur  aequatio  quaecun- 

que inter  quantitates  x yy  , p , q , r etc.  indoles  fun- 
dtionis  y per  xy  feu  aequatio  inter  x et  y eliciatur* 

Scholion  r. 

21.  Quae  adhuc  in  calculo  integrali  funt  ela- 
borata maximam  partem  ad  libri  primi  partem  primam 
funt  ref.renda  , in  qua  excolenda  Geometrae  impri- 
mis operam  fuam  collocarunt:  pauca  funt  quae  in 
parte  pofteriore  funt  praedita  et  alter  liber  , quem 
fecundum  fecimus  , etiamnunc  fere  vacuus  eft  reli- 
ftus.  Prima  autem  pars  libri  primi  , in  qua  po- 
tiflimum  noftra  tra&atio  confumetur  , denuo  in  plu- 
res  feftiones  diftinguitur  , pro  modo  relationis , quae 
inter  quantitates  x , y et  p ~ d/x  proponitur.  Rela- 
tio enim  prae  caeteris  fimplicilTima  eft, quandopz jf 
aequatur  funftioni  cuipiam  ipfius  a*,  qua  polita  zX, 
vt  fit  djl  — X feu  dy~Xdx\  totum  negotium 
in  integratione  formulae  diffcrentialis  Xdx  abfolui- 
tur : huius  operationis  iam  fupra  mentionem  feci- 
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mus , quae  vulgo  fub  titulo  integrationis  formula- 
rum diflcrenralium  fimplicium  , (eu  vnicam  varia- 
bilem inuoluentium  tradari  folet.  Eodem  res  redi- 
ret, fi  aequaretur  fundioni  ipfius  y tantum, 

quandoquidem  quantitates  x et  y ita  inter  le  reci- 
procantur , vt  altera  tanquam  fundio  alterius  fpe- 
dari  poflit : haec  ergo  ad  fedionem  primam  refe- 
rentur. Sin  autem  p " aequetur  expreflioni 
ambas  quantitates  x et  y inuoluenti  , aequatio  habe- 
tur differentiatis  huius  formae  ?dx-+-  Q_dy  — o , vbi 
P et  Q funt  exprefiiones  quaecunque  ex  x , y et 
conflantibus  conflatae.  Quanquam  autem  Geometrae 
multum  in  huiusmodi  aequationum  integratione  de- 
fudarunt , tamen  vix  vitra  quosdam  cafus  fatis  par- 
ticulares funt  progredi.  Sin  autem  p magis  com- 
plicate per  .v  et  y determinatur  , vt  eius  valor  ex- 
plicite  exhiberi  nequeat , veluti  fi  fuerit 

p'  = x x p'  - xy  p ■+■  .r'  -y* 

ne  via  quidem  conflat  tentanda  , quomodo  inde  re- 
latio inter  x et  y inuefligari  queat,  pauca  ergo,  quae 
hic  tradere  licebit , cum  praecedentibus  fecundam 
fedionem  primae  partis  libri  primi  occupabunt.  Ita 
ex  vniuerfa  noftra  tradatione  magis  patebit , quod 
adhuc  in  calculo  integrali  dcfiderctur , quam  quid 
iam  fit  expeditum  , cum  hoc  prae  illo  vt  minima 
quaedam  particula  fit  fpedandum. 

r Scho- 
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Scholion  2. 

22.  In  fingulis  partibus,  quas  enarrauimus  , 
fieri  etiam  folet , vt  non  folum  vna  quaedam  fun- 
«dio  , fed  etiam  fimnl  plures  inueftigentur  , ita  vt 
neutra  fine  reliquis  definiri  poifit , quemadmodum 
in  Algebra  communi  vfu  venit , vt  ad  folutionem 
problematis  plures  incognitae  in  calculum  fint  in- 
troducendae , quae  deinceps  p.r  totidem  aequationes 
determinentur.  Veluti  fi  eiusmoji  binae  fiinftiones 
J'  et  z ipfius  x fint  inueniendae  , vt  fit 

xdy-t-azzdx—o  et  xxdz-\-bxydy—cdy 
hinc  nouae  fubdiuifiones  noftrae  tra&ationis  conditui 
poflent.  Verum  quia  hic  vt  iu  Algebra  communi 
totum  negotium  ad  eliminationem  vnius  litterae  re- 
vocatur , vt  deinceps  duae  tantum  variabiles  in  vna 
aequatione  fuperfint , hinc  tra&atio  non  multipli- 
canda videtur. 

Scholion  3. 

23.  In  lecundo  libro  calculi  integralis , quo 
funttio 'duarum  pluriumue  variabilium  ex  data  dif- 
ferentialium  relatione  inueftigatur  , multo  maior 
quaeftionum  varietas  locum  habet.  Sit  enim  z fun- 
flio  binarum  variabilium  x et  f inueftiganda  , et 
cum  denotet  rationem  eius  differcntialis  ad  dx 
fi  fola  x pro  variabili  habiatur  , at  (^7)  rationem 
eius  differentialis  ad  dt  , fi  fola  t variabilis  fuma- 
tur , prima  pars  eiusmodi  continebit  quaeftiones  , in 
quibus  certa  quaedam  relatio  inter  quantitates  x,t,z 

B 2 et 
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et  ( di  ),  ( *lrt ) proponitur  , et  quaeftio  huc  redit  •, 
vt  hinc  aequatio  inter  folas  quantitates  x,t  et  z 
eruatur  ; inde  enim  qualis  z fit  fundtio  ipfarum  x 
et  t , patebit.  In  fecunda  parte  praeter  has  formu- 
las ( H)  ct  fi? ) etiam  iftae  ( ££ ),  ( jfa ) et  \ 
in  computum  ingredientur:  quarum  fignificatio  ita 
eft  intelligenda,  vt  pofitis  prioribus  (<rl)  — />et  ( q, 
\bi*p  et  q iterum  certae  erunt  fundtiones  ipforum 
x ct  t , futurum  fit  fimili  expreflionis  modo  , 

<££)=(&);  (arjl)  = (j?)=(/l) i (rrr,)=(r?) 


Propolita  ergo  relatione  inter  has  formulas  et  prae- 
cedentes fimulque  ipfas  quantitates  x , # et  z , ae- 
quatio inter  ternas  iftas  quantitates  folas  x , t et  2 
erui  debet.  Huiusmodi  quaeftiones  frequenter  occur- 
runt in  Mechanica  ct  Hydraulica  , quando  motus 
corporum  flexibilium  et  fluidorum  indagatur  , ex 
quo  maxime  eft  optandum  , vt  haec  altera  faftio 
fecundi  libri  calculi  integratis  omni  cura  excola- 
tur. Neque  vero  opus  erit  vt  hanc  inueftigationem 
ad  diflerentialia  altiora  extendamus,  cum  nullae  ad- 
huc quaeftiones  fint  tra&atae,  quae  tanta  calculi  in- 
crementa defiderent. 


Definitio  $. 

'24*  Si  fbnftiones  , quae  in  calculo  integrali 
rex  relatione  diflerentialium  quaeruntur,  algebraice 
'exhiberi  nequeant , tum  eae  vocantur  tranfcendentesy 
'quandoquidem  earum  ratio  vires  Analyfeos  commu- 
>nis  traofcendit. 


(Coroll.  z. 
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C o r o 1 1.  i. 

i S-  Quoties  ergo  integratio  non  fuccedit , to- 
ties fun&io  quae  per  integrationem  quaeritur  , pro 
tranfcendente  eft  habenda.  Ita  fi  formula  diffcren- 
tialis  yidx  integrationem  non  admittit , eius  inte- 
grale , quod  ita  indicari  folet  /Xdx  eft  fun&io 
tranfcendens  ipfius  x. 

- Coro  11.  2. 

a 6.  Hinc  intelligitur  , fi  y fuerit  fun&io  tran- 
fcendens ipfius  x , vicifiim  fore  x fumftionem  tran- 
fcendentem  ipfius  y , atque  ex  hac  conuerfione  nouae 
fun&ioues  tranfcenuentes  oriuntur. 

C o r o 1 1.  2' 

27.  Pro  variis  partibus  et  fe&ionibus  calculi 
integralis  nafcuntur  etiam  plura  genera  fundtionum 
tranfcendentium  , quorum  adeo  numerus  in  infinitum 
exfurgit  , vnde  patet  quanta  copia  omnium  quanti- 
tatum pofiibilium  nobis  adhuc  fit  ignota. 

Scholion  x. 

28.  Iam  ante  quam  in  Analyfin  infinitorum 
penetrauimus , fpecies  quasdam  fundlionum  tranfcen- 
dentium cognofccre  licuit.  Primam  fuppcditauit  do- 
dlrina  logarithmorum  , fi  enim  y denotet  logarith- 
mum  ipfius  x , vt  fit  y~lx,  erit  / vtique  fumftio 
tranfcendens  ipfius  x , ficque  logarithmi  quafi  pri- 
iimm  fpeciem  fun&ionnm  tranfcendentium  conftituunt. 

;B  3 Deinde 
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Deinde  cum  ex  aequatione  y—lx  viciflim  fit  x — ey, 
erit  x vtiquq  etiam  fumftio  tranfeendens  ipfius  j,ac 
tales  funttionts  yocautur  exponcntiales.  Porro  autem 
confideratio  angulorum  aliud  genus  aperuit , yeluti 
fi  angulus,  cuius  finus  eft  =r  r , ponatur  — (J)  yt 
fit  (£>==  Arc.fin.x , nullum  eft  dubium  , quin  <J)  fit 
fiinftio  tranfeendens  ipfius  s et  quidem  infinitiformis: 
hineque  cum  conuertendo  prodeat  s — fin.<P  , erit 
etiam  finus  s funftio  tranfeendens  anguli  (p.  Quan- 
quam  autem  hae  fundtiones  tranfcendentes  fine  fubfi- 
dio  calculi  integralis  funt  agnitae  , tamen  in  ipfo 
quafi  limine  calculi  integralis  ad  eas  deducimur : 
carumque  indoles  ita  nobis  iam  eft  perfpedta  , yt 
propemodum  fun&ionibus  algcbraicis  accenferi  queant. 
Quare  etiam  perpetuo  in  calculo  integrali  , quoties 
funtftiones  tranfeendentes  ibi  repertas  ad  logarithmos 
vel  angulos  reuocare  licet , eas  tanquam  algebraicas 
fpeftare  folemus. 

Scholion  2. 

29.  Cum  calculus  integralis  ex  inuerfione  cal- 
culi diffv.rcntialis  oriatur , perinde  ac  reliquae  me- 
tho.ii  inuerfae  aJ  notitiam  noui  generis  quantitatum 
nos  perducit.  Ita  fi  a tyrone  primorum  elemento- 
rum nihil  praeter  notitiam  numerorum  integrorum 
pofitiuorum  poftulerr.us  , apprehenfa  additione  , fta- 
tim  atque  ad  operationem  inuerfam,  fubtra&ionem  (ci- 
Jicet , ducitur  , notionem  numerorum  negatiuorum 
aflequetur.  Deinde  multiplicatione  tradita  , cum  ad 
diuifionem  progreditur , ibi  notionem  fnuftionum  ac- 
cipiet 
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cipiet.  Porro  poftquam  euedionem  ad  pottftntes 
didicer.t  , fi  per  operationem  inuerfam  extradio- 
nem  radicum  fulcipiat  , quoties  negotium  non 
fuccedit , ideam  numerorum  irrationalium  adipilce- 
tur  , haecque  cognitio  per  totam  Analjfiu  commu- 
nem fu  dic. ens  cenfetur.  Simili  ergo  modo  calculus 
kitcgralis , quatenus  integratio  non  fuccedit , nouum 
nobis  genus  quantitatum  tianfeendentium  aperit.  Non 
enim,  vti  omnium  differentiata  exhiberi  poffiint» 
ita  viciffim  omnium  differenti  alium  intcgralia  ex- 
hibere licet. 

Scholion  j. 

30.  Neque  vero  ffatim  ac  primi  conatus  ii» 
Integratione  expedienda  fuerint  initi  , functiones 
quaefitac  pro  tranfeendentibus  funt  habendae ; fieri 
enim  faepe  folet , vt  integrale  etiam  algebraicum 
nonnifi  per  operationes  artificiolas  obt  neri  queat. 
Deinde  quando  fundio  quaefita  fuerit  tranfeendens  , 
follicite  videndum  eft , nura  forte  ad  fpecies  illas 
fimpliciflimas  logarithmorum  vel  angulorum  reuocari 
poffit  , quo  cafu  folutio  algebraicae  eflet  aequipa- 
randa.  Quod  fi  minus  fucceflerit  , formam  tamen 
fimpliciffimam  fundionum  tranfeendentium , ad  quam 
quaefitam  reducere  liceat , indagari  conueniet.  Ad 
vfum  autem  longe  commodifiimum  eft  , vt  valores 
fundionum  tranfeendentium  vero  proxime  exhiben- 
tur , quem  in  finem  infignis  pars  calculi  integralis 
in  inueftigationem  ferierum  infinitarum  impenditur  , 
quae  valores  earum  fundionum  contineant. 

Theo- 
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Theorema. 

31.  Omnes  fundiones  per  calculum  integnlem 
inuentae  funt  indetermii.atae , ac  requirunt  determi- 
nationem ex  natura  quacftionis , cuius  folutionem. 
fuppeditaut  r petendam. 

Demonfiratio. 

31.  Cum  femper  infinitae  dentur  fundiones  > 
quarum  idem  eft  different  ale  r fiquicem  fundionis 
P-q-C,  quicunque  \aIor  conflanti  C tribuatur  , diffc- 
rentiale  idem  eft  ~d Pr  viciflim  etiam  propofito 
differentiali  d?  , integrale  eft  P -+-  C r 'vbi  pro  C 
quantitatem  conflantem  quamcunque  ponere  licet , 
▼nde  patet  eam  fundionem  , cuius  diffcrcntiale  da- 
tur ~d¥  , efle  indeterminatam  r cum  quantitatem 
conflantem  arbitrariam  in  fe  inuoluat.  Idem  etiam 
eueniat  necefle  eft  , fi  fundio  cx  quacunque  diffe- 
rentialium  relatione  fit  determinanda  , femperque 
compledctur  quantitatem  conflantem  arbitrariam  , 
cuius  nullum  vcftigium  in  relatione  differcntialium 
apparuit.  Determinabitur  ergo  huiusmodi  fundio 
per  calculum  integralem  inuenta,  dum  conflanti  illi 
arbitrariae  certus  -valor  tribuitur  , quem  femper  na- 
tura quaeftionis , cuius  folutio  ad  illam  fundionem 
perduxerat , fuppeditabit. 

C o r o 1 1.  r. 

32.  Si  ergo  fundio  y ipfius  x ex  relatione 
quapiam  differentialium  definitur  , per  conflantem 
arbitrariam  ingreflam  ita  determinari  poteft  , \t  po- 
lito 
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Cto  xzza  fiat  y—b:  quo  fa&o  fun&io  erit  deter- 
minata , et  pro  quouis  valore  ipfi  x tributo  fun- 
ctio determinatum  obtinebit  valorem. 

V 

C o r o 1 1.  2. 

33.  Si  ex  relatione  differentialium  fecundi 
gradus  fuiuftio  > definiatur  , binas  inuoluet  conflan- 
tes arbitrarias , ideoque  duplicem  determinationem 
admittit,  qua  effici  potert  Tt  pofito  x — ay  nonfo- 
Jura  y obtineat  datum  valorem  b fed  etiam  ratio 
dato  valori  e fiat  aequalis. 

C O T O 1 1.  3. 

34..  Si  y fit  fun&io  binarum  variabilium  x et  t 
«x  relatione  differentialium  eruta,  etiam  conflantem 
arbitrariam  inuoluet , cuius  determinatione  effici  po- 
terit, vt  polito  tz=a,  aequatio  inter  y et  x prodeat 
data  feu  naturam  datae  cuiuspiam  curuae  exprimat. 

Scholion. 

35.  Ifta  fun&ionum  integralium  , feu  quae  per 
calculum  integralem  ,funt  inuentae,  determinatio  quo- 
vis cafu  ex  natura  quaeflionis  tradatae  facile  deduci- 
tur , neque  vlla  difficultate  laborat,  nifi  forte  prae- 
ter neceffitatem  folutio  ad  differentialia  fuerit  per- 
duda,  cum  per  Analylin  communem  erui  potuiffet: 
quo  cafu  perinde  atque  in  Algebra  quafi  radices  in- 
vtiles  ingeruntur.  Cum  autem  haec  determinatio 
tantum  in  applicatione  ad  certos  cafus  inftituatur , 
hic  vbi  integrandi  methodum  in  genere  tradimus , 

C inte- 
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intcgralia  in  omni  amplitudine  eruere  conabimur  , 
ita  \t  conflantes  per  integrationem  ingreffae  mane- 
ant arbitrariae  , neque  nifi  conditio  quaedam  vrgeat, 
eas  determinabimus.  Caeterum  determinatio  fundtio- 
num  ipfius  x fimpliciflima  eft,  qua  eae  cafu 
ipfae  euanefeentes  redduntur. 

Definitio  <5. 

3 6.  Integrale  completum  exhiberi  dicitur  r 
quando  fundio  quaefita  omni  extenfione  cum  con- 
flante arbitraria  reprefentatur.  Quando  autem  ifta 
conflans  iam  certo  modo  eft  determinata , integrale 
Tocari  lolet  particulare. 

C o r o 1 1.  i. 

37.  Quouis  ergo  cafu  datur  vnicum  integrale 
compIetHm  ; intcgralia  autem  particular  a infinita  ex- 
hiberi poffunt.  Sic  differentiatis  xdx  integrale  com- 
pletum eft  jjrx+C,  integralia  autem  particularia 
Jxx-l-x  , Ixx-^-i  etc.  multitudine  infinita. 

C o r o 1 1.  2. 

38.  Integrale  ergo  completum  omnia  integra- 
lia particularia  in  fe  complebitur ; ex  eoque  haec 
omnia  facile  formari  poflirnt.  Viciflim  autem  cx  in- 
tegralibus  particularibus , integrale  completum  non 
innotefeit.  Saepcnumero  autem  , 'vti  deinceps  pa- 
tebit , habetur  methodu9  ex  integrati  particulari 
completum  inneniendi. 

Schohon. 
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39.  Interdum  facile  eft  integrale  particulare 
cooie&ura  vel  diuinatione  afiequi.  Veluti  fi  eius- 
modi  fundlio  ipfius  x , quae  fit  / quaeritur,  vt  fit 
dy-\-yydxzzdx^xxdy  y huic  aequationi  manifefto 
fatisfit  fumendo  /—  x , quod  ergo  eft  integrale  par- 
ticulare , quoniam  , in  eo  nulla  ineft  conftans  arbi- 
traria : at  integrale  completum  reperitur  y 
quod  illud  particulare  in  fe  continet,  fumendo  C~ 00. 
Simili  modo  fumendo  C~o  , hinc  aliud  integrale 
obtinetur  /— * , quod  fuperiori  aequationi  perinde 
fatisfacit  ac  prius  y~x.  Omnia  autem,  integralia 
particularia  , quaccunque  fatisfaciunt , contineri  ne- 
cefTc  eft  in  formula  generali  y—  , prouti  con- 
flanti arbitrariae  C alii  atque  alii  valores  tribuantur, 
ita  fumto  C=i  fit  etiam/  — 1.  Plerumque  autem 
euenire  folet , vt  etiamfi  integrale  quoddam  particu- 
lare fit  algebraicum  , tamen  integrale  completum  fit 
tranfeendens.  Veluti  fi  propofita  fit  haec  aequatio 
dy-\-ydx—dx-\-xdx  , ftatim  patet  fatisfieri  polito 
/=.x,  quod  ergo  eft  integrale  particulare;  verum 
integrale  completum  conflantem  arbitrariam  C inuol- 
vens  eft  yzzx-+-Ce ~x  , denotante  e numerum  cu- 
ius logarithmus  zri , nifi  ergo  hic  fumatur  Cero, 
fundlio  y femper  eft  tranfeendens.  Haec  in  genere 
aotaflfe  fufficiat , antequam  ad  tradlationem  ipfam 
calculi  integralis  aggrediamur , quandoquidem  ad 

omnes  integrationes  pertinent , nunc  igitur  forma 

t radiationis  expofita  ad  opus  t radiandum  pergamus. 

C 2 CON- 
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LIBER  PRIOR  : tradit  methodum  inueftigandi  fun- 
biones  vnius  variabilis  ex  data  quadam  rela.- 
tione.  diflerentialium  > «ontinetque  duas  par- 
tes t 

Pars  prior : quando  relatio  illa  data  tantum 
diflerentialia.  primi  gradus  complebitur, 

Pan  pofterior  r quando  relatio  illa  data  difieren— 
tialia  fecundi  altiorumuc  graduum  com- 
plebitur* ' 

LIBER  POSTERIOR  r tradit  methodum  inueftigandi 
funbiones.  duarum  pluriumue  variabilium  ex 
data  quadam  relatione,  diflerentialium  ,,  coa- 
tinetque  duas  partes  z 

Pars  prior : quando  relatio,  illa  data  tantum  di£- 
ferentialia  primi  gradus,  complebitur* 

Pars  pofterior : quando  relatio  illa  data  difieren- 
tialia fecundi  altiorumue  graduum  com- 
plebitur.. 


Digitized  by  Google 


CALCVLI INTEGRALISl 

LIBER.  PRIOR. 


PARS  PRIMA 

SE  V 

HETHODVS  INVESTIGANDI  FVNCTIONES 

VNIVS  VARIABILIS  EX  DATA  RELATIONE  QVACVN* 
QVE  DIFFERENTI  ALI  VM.  PRIMI  GRADVS. 

SECTIO  PRIMA 

D E 

INTEGRATIONE  FORMVLARVM 
DIFFE  RE  NTI  ALI VM~ 
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CAPVT  I- 

D E 

INTEGRATIONE  FORMVLARVM  DIF- 
FERENTIALIVM  RATIONALIVM. 

, / • 

Definitio. 

'*;*  •■  ; 40.  • • . [ 

Formula  differentiatis  rationalis  eft  , quando  Yt~ 
riabilis  x , cuius  fundtio  quaeritur , differen- 
tiate dx  multiplicatur  in  fun&ionem  rationa- 
lem ipfius  x , feu  fi  X defignet  fundtionem  ratio- 
nalem ipfius  x , haec  formula  differentiatis  Xdx  , 
dicitur  rationalis 

C o r o 1 1.  1. 

41.  In  hoc  ergo  capite  eiusmodi  funftio  ip- 
fius x quaeritur , quae  fi  ponatur  y , >t  ddyx  aeque- 
tur funftioni  rationali  ipfius  x , feu  pofita  tali  fun- 
ftione  — X vt  fit  j-jrX. 

CoroII.  x. 
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Coro  11.  2. 

4 1.  Hinc  quaeritur  eiusmodi  fiindio  ipfius  x , 
cuius  diflerentiale  fit  ~Xdx;  hu:us  ergo  iotcgrale, 
quod  ita  indicari  folet  fXdx , praebebit  fundionem 
quaefitam. 

C o r o 1 1. 

43.  Quodfi  P fuerit  eiusmodi  fundio  ipfius  x, 
Vt  eius  differentiale  dP  fit  —Xdx,  quoniam  quan- 
titatis P •+-  C idem  eft  differentiale  , formulae  pro- 
pofitae  Xdx  integrale  completum  eft  P+C 

Scholion  1. 

44.  Ad  libri  primi  partem  priorem  huius- 
modi  referuntur  quacftiones  , quibus  fundiones  folius 
variabilis  x , ex  data  differcntialium  primi  gradus 
relatione  quaeruntur.  Scilicet  fi  fundio  quaefita  zzj 
et  , id  praeftari  oportet,  vt  propofita  aequa- 

■tione  quacunque  inter  ternas  quantitates  x , y et  p 
inde  indoles  fundionis  y , feu  aequatio  inter  x et  y 
•elifa  littera  p inueniatur.  Quaeftio  autem  fic  in  ge- 
mere propofita  vires  analyfcos  adeo  fuperare  videtur, 
vt  eius  folutio  nunquam  expedari  queat.  In  cafi- 
bus  igitur  fimplicioribus  vires  noflrae  funt  exercen- 
dae , inter  quos  primum  occurrit  cafus , quo  p fun- 
.ftioni  cuipiam  ipfius  x puta  X aequatur , vt  fit 
4^=X,  feu  dy—Xdx  , ideoque  jntegrale  y-fXdx 
requiratur,  in  quo  primam  fedionem  collocamus.  Ve- 
rum et  hic  cafus  pro  varia  indole  fundionis  X la- 
tiffime  patet , ac  plurimis  difficultatibus  implicatur, 

vnde 
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vnde  io  hoc  capite  eiusmodi  tantum  quaeftiones  euoi- 
Tere  inftituimus , in  quibus  ifta  fundtio  X eft  ratio- 
nalis deinceps  ad  fundtiones  irrationales  atque  adeo  tran- 
fcendentes  progrefluri.  Hinc  ifta  pars  commode  in  duas 
fedtiones  fubdiuiditur  , in  quarum  altera  integratio 
formularum  fimplicium , quibus  p — fundtioni  tan- 

tum ipfius  x aequatur,  eft. tradenda,  in  altera  au- 
tem rationem  integrandi  doceri  conuenict , cum  pro- 
pofita  fuerit  aequatio  quaecunque  ipfarum  x,  y et  p. 
Et  cum  in  his  duabus  fedtionibus  ac  potiftimum  priore 
a Geometris  plurimum  fit  elaboratum,  eae  fere  maxi- 
mam partem  totius  operis  complebunt 

Scholion  2. 

45.  Prima  autem  integrationis  principia  ex 
ipfo  calculo  differentiali  funt  petenda  , perinde  ac 
principia  diuifionis  ex  multiplicatione  et  principia 
extra&ionis  radicum  ex  ratione  euedtionis  ad  pote- 
ftates  fumi  folent.  Cum  igitur  fi  quantitas  differen- 
tianda  ex  pluribus  partibus  conftet,  vt  P Q — R , 
eius  differentiata  fit  d?  -\-dQ~dR  , ita  Yiciifim  fi 
formula  diflerentialis  ex  pluribus  partibus  conftet , 
xt  R</ar,  intcgralc  erit  fPdx-i-jQdx 

—fRdx,  fingulis  Icilicet  partibus  feorfim  integrandis. 
Deinde  cum  quantitatis  aP  differentiata  fit  ad  P,  for- 
mulae diflerentialis  a P dx  integrale  erit  af?dx  : fcili- 
cet  per  quam  quantitatem  conflantem  formula  difleren- 
tialis multiplicatur  , per  eandem  integrale  multipli- 
cari debet.  Ita  fi  formula  diflerentialis  fit  a?dx-\-bQdx 

D -t-rR^a: 
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~\-cRdx  quaecunquc  funftiones  ipfius  x litteris  P , 
Q.,  R dejignentur  , integrale  erit  a/¥dx-\- b [Qdx 
f-t-c/Rdx , ita  vt  integratio  tantum  in  fmglilis 
ormulis  P dx  , Qdx  et  Rdx  , fit  inflituenda  , hoc- 
que  fado  infuper  adiici  debet  conflans  arbitraria  C , 
vt  integrale  completum  abtineatur. 

Problema  i. 

46.  Inuenire  funiflionem  ipfius  r,  vt  eiusdif- 
ferentiale  fit  zzaxndx  , feu  integrare  formulam  dif- 
ferentialem  axndx. 

Solutio. 

Cum  poteflatis  xm  difierentiale  fit  mxm~~’dxt 
erit  vicifTim  fmxm~'dx  — tnfxm~~'dx~xm  , ideo- 
que  f xm~ ' dx~\nxm  ; fiat  m— 1~»  feu  m — n-+- 1 
erit  Jxldx=^xn  + ' *tafx'dx  = ttxn+'.  Vn- 
de  formulae  differcntialis  propofitae  axndx  integrale 
completum  erit  ^7  xn  _f' ' -l-  C , cuius  ratio  vel  in- 
de patet,  quod  eius  difierentiale  rcuera  fit  rr  axndx. 
Atque  haec  integratio  femper  locum'  habet , quicun- 
que numerus  exponenti  n tribuatur  , fiue  pofitiuus 
fiue  negatiuus , fiue  integer  fiue  fraftus , fiue  etiam 
irrationalis. 

Vnicus  cafus  hinc  excipitur  , quo  cft  exponens 
«— — 1 , feu  haec  formula  a-~  integranda  proponi- 
tur. Verum  in  calculo  dificrentiali  iam  offendimus, 
fi  Ix  denotet  logarithmum  hyperbolicum  ipfius  x , 

fore  eius  difierentiale  , vnde  viciffim  concludi- 
mus 
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mus  efle  f-} *=lx  et  f^—alx.  Quare  adiedta 
conftante  arbitraria,  erit  formulae  a-^r  iutegrale  com- 
pletum — alx-hCzzlx^-hC  , quod  etiam  pro  C 
ponendo  Ic  ita  exprimitur  lex0. 

Coroll.  i. 


47.  Formulae  ergo  differentialis  ax*dx  inte- 
grale  femper  eft  algebraicum,  folo  excepto  cafu  quo 
nzz  — 1 , et  integrale  per  logarithmos  exprimitur  , 
qui  ad  funftiones  tranfeendentee  funt  referendi.  Eft 
fcilicet  fa~x~  — — 9.lx  ~b*  C — lc  x . 


Coroll.  2. 


48.  Si  exponens  n numeros  pofitiuos  denotet , 
fequ entes  integrationes  v.tpote  maxime  obuiae  probo 
funt  tenendae  : ... 

faJx—ax-\-Cifoxdxz=.lxx+Cifax'dx=:lx'+C 
fa  xdx  - % x*  + C ifa  x*dx  rr  ? *‘+C  \fa  x*  dx =lx6+  C. 


■C;  vn- 


Coroll.  5. 

49.  Si  n fit  numerus  negatiuus,  pofito  nzx—m 

ht  flr"  1 -«  — («- 1 )j* 

de  hi  cafus  fimplicores  notentur  : 

+-C  i f-i + C if 

«c. 


ad  x — a , /— 

*♦  .1'+^ 


D a 


Coroll. 
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C o r o 1 1.  4. 

$0.  Quin  etiam  fi  n denotet  numeros  fratfos, 
integralia  hinc  obtinentur.  Sit  primo  n—7  , erit 
f ad xV  xm—^~^xV  xm-{-C  , vnde  cafus  notentur: 
fadxV  x-'-jxV  x-^-Q  ; faxdx  Yx^:1^  x'  V C 

faxxdxY  x=*-jx'Vx  + C ;fax'dxVx-lfx*Vx+C« 

CorolL  s*  — . 

5 r-  Ponatur  etiam  , et  habebitur 


adx 


A 


za 


+*  C — 


— za 


(«- x)Vx! 


STi-t-C 


'Vxm  — x-to'Vxm 
Tnde  hi  cafus  notentur: 

„adx  . radx  — za 

fY7=**T/x+C-,f7v-=—  + C 

r adx  _ —za  ( ^ r adx  —za 
JxxYx  ~ 3>v*“*"c»  '1YV1k~  C 

Coro II.  6. 

52.  Si  in  genere  ponamus  n=~  , fiet 
fax  ’ dx—f—^-^x  * -f-C,  feu  per  radicaiia 

hc 

fin  autem  ponatur  tt—~  habebitur: 
adx  va  i=-H 

J — ' * ’ +C  fcu  pro  radicalia 

x * 


^.adx  va  » 

y**  y ^ 


Scholion  z. 
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Scholion  r. 

S3-  Quanquam  in  hoc  capite  fun&iones  tantum 
rationales  tradtare  inllitueram  , tamen  illae  irratio- 
nalitates  tam  fponte  fe  obtulerunt,  \t  perinde  ac  ra- 
tionales tra&ari  poflint.  Caeterum  hinc  quoque  for- 
mulae magis  complicatae  integrari  poffunt,  fi  pro  ac 
funftiones  alius  cuiuspiam  variabilis  z ftatuantur. 
Veluti  fi  ponamus  xz=f-hgz  , erit  dx^zgdz  : 
quare  fi  pro  a fcribamus  1 habebitur 

fadzV+gzyzz^tif-irgzY  + ^C  _ 

cafu  autem  lingulari  quo  n—  — i , 

fr£h  = i Hf+s*  ) + c- 

Tum  fi  fit  a=-m  fiet 


adz 


— a 


^(/-+-gz)TO  [tn-i)g[f->rgzy 
Ac  polito  n — ^ , prodit 


nr,  -+*  C. 


» fadz{f-\-gz)*  =r7^Tg(f+  gz)>  1 -t-C 

polito  autem  nzz.— 7 obtinetur  , 

adz  __  va{f-\-gz ) ^ c 


Scholion  2. 

54.  Caeterum  hic  inlignis  proprietas  annotari 
meretur.  Cum  hic  quaeratur  funftio  y , vt  fit 
iyzzax*dz  y fi  ponamus  p , haec  habebitur  re- 

D 3 lati» 
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latio  p- -ax'  , e;c  qua  fundio  y inueftigari  debet. 
Quoniam  igitur  eft  yzz^rix*~*~'-+-C,  ob  axn—p 
erit  quoque  y = -4-  C , fi  eque  cafum  habemus, 
vbi  relatio  diflerentialium  per  aequationem  quandam 
inter  x , y et  p proponitur  , cuique  iam  nouimus 
fatisfieri  per  aequationem  yz=.-^rtx*  *♦* 1 C.  Ve- 
rum haec  non  amplius  erit  integrale  completum 
pro  relatione  in  aequatione  y—  contenta, 

fed  tantum  particulare  , quoniam  integrale  illud  non 
inuoluit  nouam  conflantem  , quae  in  relatione  difle- 
rentiali  non  iniit.  Integrale  autem  completum  eft 
y—^r,xn~h ' —|—  C:  nouam  conflantem  Dinuoluens: 
hinc  enimfit^traDa^irp  , ideoque  y— 

Etfi  hoc  non  ad  praefens  inflitutum  pertinet,  tamen 
notafle  iuuabit. 

Problema  2.  „ 

55.  Inuenire  fundionem  ipfius  x , cuius  diffe- 
rentiate fit  zzXdx,  denotante  X fundionem  quam- 
cunque  rationalem  integram  ipfius  x , feu  definire 
integrate  fXdx. 

Solutio. 

Cum  X fit  fundio  rationalis  integra  ipfius  x 
in  hac  forma  contineatur  oeceffe  eft  : 

X cz a-+- Sar-f- yr’ -f- £ x’-i- £jr4-f- %xs  etc. 
vnde  per  problema  praecedens  integrale  quacfitum  eft 
/X  d x =C4- a*-f- i -b-i y **-+-  jr4-f- \ex' 

-frigete. 

atque 
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atque  in  genere  fi  fit  yx’  e{c. 

erit  /Xrfx=C+x4rr*x-*’ ,+^+7*|iH’,+7^T*'^+"'etc. 
vbi  exponentes  X , p. , V etc.  etiam  numeros  tam 
negati  uos  quam  frados  fignificare  poflunt , dummodo 
notetur,  fi  fuerit  Xrr— i fore  qui  eft 

vnicus  cafus  ad  ordinem  tranfeendentium  referendus.  • 

Problema 

5 6.  Si  X denotet  fundionem  quamcunque  ra- 
tionalem fradam  ipfius  x , methodum  deferibere  , 
cuius  ope  formulae  Xdx  integrale  inueftigari  con- 
veniat. 

Solutio. 

Sit  igitur  X—",  ita  vt  M et  N futurae  fint 
fundiones  integrae  ipfius  x , ac  primo  difpiciatur  , 
num  fumma  poteftas  ipfius  x in  numeratore  M 
tanta  fit,  vel  etiam  maior  quam  in  denominatore  N ? 
quo  cafu  ex  fradione  * partes  integrae  per  diuifio- 
nem  eliciantur  , quarum  integratio , cum  nihil  ha- 
beat difficultatis,  totum  negotium  reducitur  ad  eius- 
modi  fradionem  * , in  cuius  numeratore  M fumma 
poteftas  ipfius  x minor  fit  quam  denominatore  N-. 

Tum  quaerantur  omnes  fadores  ipfius  deno- 
minatoris  N ; tam  fimplices  fi  fuerint  reales,  quam 
duplices  reales , vicem  fcilicet  binorum  fimpliciuni 
imaginariorum  gerentes  $ [fimulquc  videndum  eft ,. 
vtrnm  hi  fadores  omnes  fint  inaequales  nec  ne  ? 
pro  fidorum  enim  aequalitate  alio  modo  refolutio 

fradio- 
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fradtyonis  " ia  fradiones  fimplices  eft  inftitucnda  f 
quandoquidem  ex  lingulis  fadoribus  fradiones  par- 
tiales nafcuntur  , quarum  aggregatum  fradioni  pro- 
pofitae  * aequatur.  Scilicet  ex  fadore  fimplici  a + bx 
nafcitur  fradio  fi  bini  fint  aequales  feu  de- 

nominator N fadorem  habeat  (a-\-bi r)1  , hinc  na- 
fcuntur fradiones  fj— Tij*  -f-  a-hb~x  i ex  huiusmodi 
autem  fadore  (a-t-bx)’ hae  tres  fradiones 

-+*  ( 7^6  rr*  -+■  r£b-x  et  ita  porro. 

Fador  autem  duplex  , cuius  forma  eft 
aa—  iabxco(.^-\- bbxx  nifi  alius  ipfi  fuerit  aequa- 
lis , dabit  fradionem  partialem  aa- 2a\?^.f^Tb7i : 
fi  autem  denominator  N duos  huiusmodi  fadores  , 
aequales  inuoluat , inde  nafcuntur  binae  huiusmodi 
fradiones  partiales : 

A -4-  Bx C-4-  Dx 

( a a — » a 6 «n).  ( 6 b xx  )*  ' aa  — i a b x coj.if  -t-  b bx  x 

at  fi  cubus  adeo  (aa—  2abxcof.%-h  bbxx)*  fuerit 
fador  denominatoris  N , ex  eo  oriuntur  huiusmodi 
tres  fradiones  partiales : 

A -4-  B x . C + D» 

jo«— • t a b x eo[.  ( -h  b b x x )•  ~ • ~ (ao  — i o b x cof.f  -t-  b bx  x )• 

, E-+-Px 

. "*  o» — i ab  x coj.Z  -t-  bbxx 

et  ita  porra 

Cum  igitur  hoc  modo  fradio  propofita  ^ in 
omnes  fuas  fradiones  fimplices  fuerit  rcfoluta,  omnes 
continebuntur  in  alterutra  harum  formarum 
A A Iir 

VC  (a-\-bx)'  Te  (aa-3.abxco{.Zt-\-bb xx)n 

ac 


Digitized  by  Google 


C A P V T I. 


33 


ac  fiogulos  iam  per  dx  multiplicatos  integrari  opor- 
tet , erit  omnium  horum  integralium  aggregatum 
valor  funttionis  quaefitae  fXdx  — n dx. 

Coroll.  i. 

57.  Pro  integratione  ergo  omnium  liuiusmodi 
formularum  totum  negotium  reducitur  ad 

integrationem  huiusmodi  binarum  formularum 

A dx  ( A -i-  Ba)</a: 

f \a-\-bx  )"  Ct  ' (aa—  a.abxcoC%-\-  bbxx)* 
dum  pro  n fuccefliue  feribuntur  numeri  1,  2,  3,  4 ete* 

Coroll.  2. 


, jg.  Ac  prioris  quidem  formae  integrale  iam 
fupra  (52)  eft  expeditum,  vnde  patet  fore 

fgh  = r /(*-+-**)+ c°nft. 

/•*£*  — • r--=7V— r -+-  Conft. 

J 6 ( o -+-  b * ) 


i-l -bx,s  — iu(a-+-bxy 


s Conft. 


-A 

(»- 1 )b{a-r  bx)'1 


Coroll.  2' 

59.  Ad  propofitum  ergo  abfoluendum  nihil 
aliud  fupcreft  , nifi  vt  integratio  huius  formulae 
( A -+■  Ba  ) d x _ 

f i aa—  2 o b x cof.  £ -+-  bbxx  •' 

E docea- 
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doceatur,  primo  quidem  ea  fu  nzzi  , tum  vero  ca- 
fibus  ri~2  , »—3  , n— 4 etc. 

Scholion  1. 

60.  Nifi  vellemus  imaginaria  euitare  , totum 
n°gotium  ex  iam  traditis  confici  poffet : denomina- 
tore  enim  N in  omnes  fuos  fadores  fimpliccs  refo- 
luto  , fiue  fmt  rcalcs  fiue  imaginarii  * fradio  pro- 
pofita  femper  refolui  poterit  in  ffadiones  partiales 

* ...  A 

huius  formae  » ve^  ^uius  {a-j-bi : )*  » quarum 

integralia  cum  fint  in  promtu  , totius  formae 
integrale  habetur.  Tum  autem  non  parum  mole- 
flum  foret  binas  partes  imaginarias  ita  coniungere  , 
vt  expreflio  rcalis  refultaret , quod  tamen  rei  natura 
abfolute  exigit. 

Scholion  2. 

61.  Hic  vtique  poftulamus  refolutionem  cuius- 
que fundionis  integrae  in  fadores  nobis  concedi  , 
etiamfi  algebra  neutiquam  adhuc  eo  fit  perduda,  vt 
haec  retolutio  adu  inftitui  poflit.  Hoc  autem  in 
Analyfi  \bique  poftulari  folet , vt  quo  longius  pro- 
grediamur , ea  quae  retro  funt  relida  , etiamfi  non 
fatis  fuerint  explorata  , tanquam  cognita  affumamus : 
fufficere  fcilicet  hic  poteft , omnes  fadores  per  me- 
thodum approximationum  quantumuis  prope  aflignari 
pofie.  Simili  modo  cum  in  calculo  integrali  lon- 
gius proccflcrimus,  integralia  omnium  huiusmodi  for- 

mula- 
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mularum  Xdx,  quaecunque  fundtio  ipfius  x littera  X 
fignificetur  , tanquam  cognita  fpc<ftabimus  , plu- 
rimumque nobis  praeftitifle  videbimur  , fi  inte- 
gralia  magis  abfcondita  ad  eas  formas  reducere  va- 
luerimus : atque  hoc  etiam  in  vfu  praftico  nihil 
turbat,  cum  valoros  talium  formularum  f Xdx , 
quantumuis  prope  aflignare  liceat  , vti  in  fequenti- 
bus  oftendemus.  Caeterum  ad  has  integrationes  re- 
folutio  denominatoris  N , in  fuos  fadtores  abfolute  eft 
neceflaria,  propterea  quod  finguli  hi  fadlores  in  ex- 
preflionem  integralis  ingrediuntur : pauciflimi  funt 
cafus , iique  maxime  obuii  , quibus  ifta  refolutione 
carere  poflumus  , veluti  fi  proponatur  haec  formula 
x'~'dx 

— — -p-  , itatim  patet  polito  eam  abire  m 

ST^+:^)  » cuius  iote§rale  eft  S/(1-f-«)=;/(«+xn) 
vbi  refolutione  in  faftores  non  fuerat  opus.  Verum 
huiusmodi  cafus  per  fe  tam  funt  perfpicui , vt  eo- 
rum traftatio  nulla  peculiari  explicatione  indigeat. 

Problema  4. 

62.  Inuenire  integrale  huius  formulae : 

f ( A •+■  B x)  d x 

J — J a a — * ab  xcoj.  £ -f.  b b x ** 

Solutio. 


Cum  numerator  duabus  confiet  partibus  Adx 
-f-B xdx , haec  pofterior  B xdx  fequenti  modo  tolli 
poterit.  Cum  fit 

«.  * . ry.it  \ ■ 1 a b d x C9f.  { -4-  a b b xdst 

J(dd~~  db  X COf.tj  b b XX  ) — ~ yi  g _~~a  u b x Coj,  g bb  x x9 

E 2 multi- 
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multplicetur  haec  aequatio  per  rfr  et  a propofita 
auferatur  : fxc  enim  prodibit 


J-TFb!  [aa-  zabxcott,+bbxx)—f — — 
• ' 'aa-iabxcot.^+bbxx 

ita  vt  haec  tantum  formula  integranda  fuperfit. 
Ponatur  breuitatis  gratia  A -+-  — C , vt  ha- 

beatur haec  formula  t - 

f / cd«i 

J a a — iabjLCoj.f-hbbxX) 

quae  ita  exhiberi  poteft 

r Cdx 

J aa  Jtn.  — a cof.  { J** 

Statuatur  bx-acoC%~av{in.%,  hineque  dx z=. 

•ynde  formula  noflra  erit ; 

r C a dvfin.  i :b C r dv 

J a ajvi.  b ( i -+-  «|  ab  Jtn.f  / i -t-  » V 

Ex  calculo  autem  difiercntiali  nouimus  efle  f 
— Are.  tang.  v =z  Arc.  tang.  ; vnde  ob 

— F—  ^ er,t  noftrum  integralc  -abbjtliC^ 

Arc  tang.6*  Quocirca  formulae  propofitae 

( A -+-  B x >d  x . 

a a — 2 a b x co[.f  -t-  4 b~x  ItltCgralC  eft 

r’4  <«-  tabxcoCO  Mxx)+<*8g-f  Arc.  cang.*-^, 
quo  i vt  fiat  completum  conflans  arbitraria  C infiu- 
per  addatur. 

Co  ro  II.  i. 

tfr  Si  ad  Arc.  tang.  -7^.—  addamus  Arc. 
tanS  /757V  qmpp6  <lui  in  conflante  addenda  contentus 

conci- 


B acofg. 
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concipiatur  , prodibit  Arc.  tang.  > ^cclUc 

habebimus : 

/rT—TTT-l^-^TT  = rb  /(«.«-  + W«) 

A1'-  «”*•  ;lK»i 

adie&a  conflante  C. 

4 » v • 

C o r o 1 1.  2- 

tf4.  Si  velimus  vt  integrale  hoc  euanefeat  po- 
fito  arrro  conflans  C fumi  deb.t  zz- j-blaa>  fleque 
fiet: 

f A -4-  B x ) d x B yVC  0 o — « obx  cof.  { -4-  b b x x} 

a a — » a6  x c oj,  £ -H  b b x x 6 6 a 

A 6 -4-  B a cof.  ( a 6 x (in.  i 

aoojn  ^ ArC.  t2Qg.  a $ * coj • J* 

Pendet  ergo  hoc  integrale  parti m a logarithmis  > 
partim  ab  arcubus  circularibus  feu  angulis. 

C o r o 1 1.  5. 

6 5.  Si  littera  B euanefeat , pars  a logarithmi* 
pendens  euanefeit  T fitque 

f 1/  ? -(- i ~ a 0 jm  f ^rC.  tanS- a - 6 * copj' + ^ - 

ficque  per  ioluin  angulum  definitur. 

C o r o 1 1.  4. 

66.  Si  angulus  £ fit  redus,  ideoque  cof.^zro, 

«t  fin.^tri  , habebitur: 

/.(A-t-Bxii* B iHaa-A-bbxT)  A * . _ 1*  . f 

Jzr^TbTIi—  bb 1 — a H Tb Arc. tang.  . -t~v- 

E 3 fi 
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fi  angulus  ^ fit  tfo°,  idcoque  coC£  = J etfin.£:=:*r, 
erit 


- (\-+-Bx)dx  B , 
J aa — «te-+-6Sc5’ — 


aa — abx-t-bbxx)  tAb+^ta  . fcxVi 

a + atoy»  Arc.  tang. 


At  fi  ^ i2o°  ideoquc  cof.  £ — -i  et  fin.£— 
erit 

C-  (*-+-Bx)itx  B ;V[a«-t-aSx-t-Mx»)  »A'— Bi  . 6lyr 

/ oa-f-ais+ttxs  — bb  a I «x,yj  ArC.  t2Ug.  w^bx» 

Scholion  i. 

ff7.  Omnino  hic  notatu  dignum  euenit , quod 
cafu  %—o>  quo  denominator  aa—  zabx-+ bbxx  , 
fit  quajratum,  ratio  anguli  ex  integrali  difcedat.  Po- 
fito  enim  angulo  % infinite  paruo  , erit  cof.£~x 
et  fin.^n  £ ; vnde  pars  logarithmica  fit 
et  altera  pars : 

obi  f Are.  tang  a_  bx  — ■ a b ( a — b x ) 
quia  arcus  infinite  parui  tangens  ipfi  eft  ae- 

qualis , ficque  haec  pars  fit  algebraica.  Quocirca 


erit 


/(A-+-B»)dac B f, 

J (a  — 6 x )*  — Ta' 


a — bx 
a 


(Ab  -f-  B a ) x 

' -ib  (a  — bx' 


Conft. 


cuius  veritas  ex  praecedentibus  eft  manifcfta : eft 
enim 

A -t-  B * — B 

(o-ix)*  — b(a-.bx)- 

Iam  vero  eft 


A b •+•  B a 
5”(  a — ■ bx)% 


tO  — b x 


r — B d x B jf  . « B B 

Jb(a  ~bx)  — b b‘\a  ~’bx)  — £-bla~b~iI 

_ /'-H.  _ fA  ft-f-Ba)  (Ai  + Ba)» 

J fc(a—  6x)«  bb(a-bx)  abb  1 — ab(a~bx)’t 

fiqui  em  vtraque  integratio  ita  determinetur  vt 


cafu  x—o 


integralia  euanefeant. 


Scholion  i. 
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68.  Simili  modo,  quo  hic  vfi  fumus,  li  in  for- 
mula differentiali  fra<fia  fumma  poteftas  ipfius  x, 

in  numeratore  M "vno  gradu  minor  fit  quam  in 
denominatore  N , etiam  is  terminus  tolli  poterx 
Sit  enim 


M = A xn - * +-  B • -+-  Cx*  - * etc. 

et  N ~ : ax*  -4-  %xn  ~ * -+-  y xn  **  * etc. 

ac  ponatur  Cum  iam  fit 

d N r n a x*"' ' dx + ( n - i ) g jr"-1  d x + ( * - 2 ) y **-*  dx  etc. 
erit  = V ( A x"-  -V-  4-  *""*  etc.  ) 

quo  valore  inde  fubtrado  remanebit 

4r  - Ma  =.*  ( < B - *■“ + ( c- 

Quare  fi  breuitatis  gratia  ponatur 

C-(t-»=(Ei  D-S=?-S=$«c. 

obtinebitur  , 

J na  J a j;'1^  Sx^  + y xn~*  -+  $ xtt~‘  etc.  — ■*  n* 
Hoc  igitur  modo  omnes  formulae  diff  rcntiales  fra- 
<fiae  eo  reduci  poflunt , vt  fumma  pote  fias  ipfius  x , 
in  numeratore  duobus  pluribusue  gradibus  minor  fit 
quam  in  denominatore. 

Problema  5. 

Formulam  integralem  f, — — — iiTT. 

J [aa~*uux<Lo{.Z,^bbxx)’1*' 

ad 
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ad  aliam  fimilcm  reducere  , \bi  potcftas  denomina- 
tons  fit  •vno  gradu  inferior. 

Solutio. 

Sit  breui tatis  gratia  aa-  n abxcoC.% -{■  bb XX-X, 


ac  ponatur  / 


( A -4-  Brjrfr 


Xn-H. 

— zabdxco{.%-\-^bbxdx  fit 
C-f-D*  — »(C-4-  Da  !</X 


zxzy.  Cum  ob  d X — 


X"  • X"-**1 

C + D.v a «^(C+Dat)  ( a coC.%-  bx)dx 

habebimns 


D dx 

— idcoque 


D dx 


X 


n f 


>'+ 


C+Djc _ dx' A+ 2tiCabcoC%+ v(B  \-inDabco(%- ztiCbb)- ztiDbbxx) 


X"- 


h/ 


Iam  in  formula  priori  litterae  C et  D ita  definian- 
tur , Yt  numerator  per  X fiat  diuifibilis:  oportet 
ergo  fit  rr—  znDXdx  \ndc  nancifcimur  : 

A -4-  anCabeof  £ — — znT)aa  et 
B 4-  2 «Da 6cof.£-  znCbb  — 4 «Do£cof i£ 
fcu  B — inCbb=  zuDabeof. % hineque 

2«Da-B~;^',fe  at  ex  priori  conditione  eft 
2 n Da  — — A na~~’ mf-  * ; quibus  aequatis  fit 
Ba-f-  Abcoi.%  — znCabbfin.Z’  zz  o feu 
\ nde  B - znQbb-^^^^  - z±*^<^?3L£ 
ita  \t  repcr:atur  Sumtis  ergo 


^ B * -4-  A fe  CO/.  £ f-v  V-  DQ  l-OK  • 

litteris  C—  2 11  a & 0/iu. D. — 2 a a a 6 tflt 


— ,\  6 - Bo  rol  g 


T)dx 

X"’ 
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, C+D*  — *nDdx  ,'D dx  , . dx 

y T j£ll  — J -y^r\  “*  “t 'f  y^ri ' — “*  ( £ tl  - I ) D ]f 

ideoque 

,(A-+-B*Va'  — C-Dx  , ^Jx. 

J 3^ — = — (a«-i)D/^rn  fiuc 


_ A + B x ) dx - Baa- Aa£cof.£-f (Abb-i-BabcoC.^x 

J Xn+l  — 2naabbfm.^Xn 

(a n—  \b-\~  Bacof  ff)  dx 
'inaabkn.Q  f X** 

Quare  fi  formula  / jr„  confiet , etiam  iritegrale  hoc 
r(A-h  BxSdx 

J XS+1 auignari  poterit 

Coro  11.  I. 

■70.  Cum  igitur  manente  X~aa—  2abxcoC% 
-t-bb. rx,  fit  / V =. Arc- tangi a4fS?? + Conft . 

erit 

r(  x )d  X 1 — B a a — A ab  cof.Z  -4-  ( A 1 1>  -4-  B a b cof.  f ) jf 

J 3t’  " , 2 j tt  b ojiii»  O X 

A o — f-  Ba  cof,£  A 6 x /ja.c  „ 

+ Arc.  tang.  a -+-  Conft. 

ideoque  pofito  B cr  o et  Ani  fiet 

/dx  —acot.Zx.hx  , 1 . hxtin  Z _ _ 

i»  — l^ftjTr^  + ^Tf^.^Arc.tang./T^}^  + Conft. 

Integrale  ergo  /<-^~j:x”— logarithmos  non  in- 
voluit. 

Coro  11.  2. 

7x.  Hinc  ergo  cum  fit 

.dx  — — a cof.  j -t-  b x j ri  * . r>  n. 

J X*  — •«»«  /<n.  tat /m  i*  7 X»  -T"COnlt. 

F erit 
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erit  illum  valorem  fubftituendo 

fix  — q o/.  -t-  6 x , » ( — a cof.  . ?•  — _ 

y X’  — 4 a a b Jin.  X1  ‘ ~ :•  t a'  i ftn.  t*-1*-  ' i.*as  bjin.f* 

b xfin. 

Are.  tang.  a — * x cof. ' 


|ue  porro  concluditur  : 

oco/.<- 


hincq 

/•i* — a ca/.  £ -1-6»  n-o«).^nx 

X»  — ’ 6 a a 6 > 4-  6 a*  6 Ji*.  ^4-  X’ 

1.  Ti  4 • 


at- 


6 *) 


3.  i [ - a cof . j -4-6  xl 

■ J.  4.6  a®  6jm.  £®.  X 

6 * /ia.  j 


i.  3.  s . * » /ra.  { 

+“*. 4. « a’bjm.i7  Arc.  tang. 


C o r o 1 1.  3. 


72.  Sic  vlterius  progrediendo  omnium  huius- 
modi  formularum  integralia  obtinebuntur  : 

fr, /*,/%,/*  etc. 

quorum  primum  arcu  circulari  folo  exprimitur , 
reliqua  vero  praeterea  partes  algebraicas  continent. 


‘Scholion. 

. dx  _ 

73.  Sufficit  autem  integralia  J 'y\+7  nofie , 

. _( A -4— , . 

quia  formula  f - — ficile  eo  reducitur , ita 

enim  repraefentari  poteft : 

^zAbbdx  4-  2 Bbbxdx  - 2 B abdx  cof.  £+  2 B abdx  cof  % 

7Tb f X"  -*-’1  _ 


quae  ob  ibbxdx—  2abdxcof.%— dX  abit  in  hanc 
B dX  t (Ab-i-BacoC.^)dx 

At 
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rfX  i 

At  /x^-=--^x!r  ’ vnde  habebitur 

(A-f-Bx)//*  — B A£-4-Bacof£  dx 

J xn-+-'  ~ —7nJbX*~+'  b J Xn  + t 

. , 4/X 

vndc  tantum  opus  eft  nofle  integralia  / + T » quae 

modo  exhibuimus.  Atque  haec  funt  omnia  fubfidia 
quibus  indigemus  ad  omnes  formulas  fradtas  ”</x  in- 
tegrandas , dummodo  M et  N funt  funftiones  inte- 
grae ipfius  x.  Quocirca  in  genere  integratio  omnium 
huiusmodi  formularum  /Vdx  , vbi  V eft  fun&io  , 
rationalis  ipfius  x quaecunque  , eft  in  potcftate : de 
quibus  notandum  eft , nifi  integralia  fuerint  alge- 
braica  , femper  vel  per  logarithmos  vel  angulos  ex- 
hiberi poflb.  Nihil  aliud  igitur  fupereft  , nifi  vt 
hanc  methodum  aliquot  exemplis  illuftremus. 

Exemplum  i. 

(A-f-Bx)dx 

74-  Propo/Ita  formula  differentiah 
definire  eius  integrale. 

Cum  in  numeratore  variabilis  x pauciores  ha- 
beat dimenfiones , quam  in  denominatore  , haec  fra- 
ftio  nullas  partes  integras  comple&itur.  Hinc  de- 
nominatoris  indoles  perpendatur,  vtrum  habeat  duos 
fa&ores  fimplices  realcs  nec  ne  ? ac  priori  cafu  num 
facftores  fint  aequales  : ex  quo  tres  habebimus  cafus 
euoluendos. 

F a I. 
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I.  Habeat  denominator  ambos  fadores  aequans  , 
fitque  zr  (o-i-  ct  fradio  refohiitur  in 

has  duas  r b?ab±~bVr -+-  ha+b7) , vnde  fit 

A A -f-  Ii)ili  B a — AS  . B „ . . „ 

J (a-j-Sx)*  — i b ( a -t-TTf  •+*  FbHa-t-bx)  -f-  Conft. 


fi  integrale  ita  determinetur,  vt  cuanefcat.pofito  xz:o, 
reperitur 

A A B xlrf  x ( AS — Ba  ) x , B /a  -t-  S x 

J | » + Ii  i )'  — ab  ( a -f-  b x j "T—  ' o • 


II.  Habeat  denominator,  duos  fadores  inaequales , 
fitque  propofita  haec  formula  d x } 

et  hacc  fradio  refohiitur  in  has  partiales : 

A b — B a d x A g — B f d x 

bf  — a g ' a -i-bx  "•  ag  — 6/7  -f-  g * > 

vnde  obtinetur  integrale  quaefitum  : 


( A -f-  Bi  ) d x Ab 


BA,a- 

i »i‘ 


*)U-+-g*)-fc(6/-  og) 
„ A 6 — Ba 

Ponatur  bfsj-ag)  — m - 

( a- 


’ b x A g — B/  >/- 
a "^filog-fc/r 


'+Conft. 


’ W g{  6/  — ag)  — » 

■bx)(/^-gx  ) . „ ,/ ( a -f-  6 x ) 



a/ 


■vt  integrale  fiat  »// 

. B ( 6 / — ori  B 

Crit  2»/ — tg  ( 6/—  a g ) — bg  et 

_ 3 A b g ■ — B a g — B6/ 

T£Tb7^oT) — » ent  erS° 


fi  x)} 


/•  (A-f-BiMi  _ B /(a-4-kxyf+gx)  , lAbg-Btng+hf)  J(a-i-bx) 
J(a-i-bx)<j-*-gx)-3bg  a)  "T.  ,bgi.bf—ag)  /o(;-|_gx)- 


III.  Sint  denominatoris  fadores  fimplices  ambo 
imaginarii  quo  cafu  formam  habebit  aa-labxcof.% 
. -\-bbxx-,  qui  cafus  cum  fupra  iam  fit  tradatus,  erit 

r t A ^ x ^ & x B /V.,{  a a - i a b x cof.  <?  -+-  6 6 x x ) 

* e c - a e 6 x ^ + t 6 XX  — 6 6 ‘ "J : — 


■ A i + B a »/7-  . 

^-~rrr>«rr~  Arc-  unS- 


l x Sia  ? 

o — s xVoJTT’ 

Coroll.  x, . 
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erit 


CorolL  r. 

75.  Cafu  fecundo  quo  f — a , et  g — — b , 

( A -4-  B x ) d x. — B 7a  * — b b x x . A ,c  -4»  b x 

a a * * a-lT  * a — ► 6 jc  • 


/»(  A D x ) q _x.  _ B r 

J a a — b b x x “ 166* 

llinc  feorfim  fequitur : 

. Adx  A.  ja-A-b  x 

J a a - b b x x — i .ab  a — b x 


C et 


- B * d x — B /1  a — b b x x . B j a , fi 

Ja.a  ~ b b x x — i .6  6*  a a — bb‘v(aa-bbxr)  TC. 

Cor  oli.  2.. 

75.  Cafu  tertio  fi  ponamus  cof.  £ rr  o , ha- 


B * 


bemus 
e ja 

llincque  figillatim:. 

K d x _ A 


1 d * _ B /V  f « tr-t-  66  x x ) . a » ^ b * , /-« 

TT  -rs ‘ a +r6  Arc.  tang.T+C. 


J.TlVblTx  — A Arc.  tang.  V ■+■  C , et 

-f-  C. . 


B 1 < X 

Jaa-i-bbxx 


B /^(a»  + 6txij 
— bb  1 o 


Exemplum  2.. 

. xm-,dx 

77.  Propofita  formula  different  tau  t 
exponent  m-x  «Mtor.  n integrate 

definire. 

In  capite  -vltimo  Inftitut.  Calculi  Diflerential. 
inuenimus  fra&iones  fimplices , in  quas  haec  fra&io 

x*1 

r-  refoluitur  , fumto  m pro  menfura  duorum 

x-t-Jf 

F 3 angulo-» 
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angulorum  re&orum , ia  hac  forma  generali  con- 
tineneri : 


afin.- 


2C0f. 


(ar-cof.1^) 


«(i  -ixeoC^-^-i-^-i-xx) 

Tbi  pro  k fucefliue  omnes  numeros  1,2,3,  etc. 
fubftitui  conuenit , quoad  a it — 1 numerum  n fupe- 
rare  incipiat.  Hac  ergo  forma  in  dx  dufta  et  cum 
generali  noftra  : 0 » - 1 ab  x «/.  { ■+■  t b x * comparata  , 


( * k - 1 ) ir 


fit 

a—i  , b—i  , ‘ '~n  ‘—  i et 

A==|fin.^wfin.m^,^+;-cof;^^c0f.=^^ 
feu  A = g-eoC^ 

et  B = - cof.  , vnde  fit 

Ab  + B«cof.<=  fin. ( 1 * 7 : ’ ' fin-  w, 

ac  propterea  huius  partis  integrale  erit 

- cof.  * 1 • 1 VV c 1-2  -4- »») 

_ , . , a:  fin. ■ 

+ » f»n. 5 Are.  tang.  t /^Trnrr^- 

Ac  fi  n fit  numerus  impar  praeterea  accedit  fra&io 
cuius  integrale  eft  4-  £ /(  1 + * ) 

\bi  figiuim  fuperius  -valet,  fi  m impar,  inferius  vero 

_xm  ~ ' dx 

,.n  > 


fi  m par.  Quocirca  integrale  quaefitum  /— 
fequenti  modo  exprimetur: 


- 1-  cof. 
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xfin.5 


. un  — 

-^cof.^/^fi-ljecoCI-t-jr^+^fin.— Arc.tang. 2—  . 

• * v » ' » » ° i-xcoC—  ' 


xfin.2? 


-Acof.— //( i - a^cof.^+xx)  -p.fin.  ^ Arc  .tan  g. 

* » ' n'njn  ° i-^cof.— 


xfin.^ 


_icof.^//(i-a.*cof— +xx)+-fin.i2!!rArc.tang.- -5— 

n • B ' » a ° l-XCOf.U 

n 

xfm.z? 

_^cof— //(i-axcof^+xxl+ifin.^Arc.tang. ‘s— 

» » * b i -xcof.7—- 

B 

etc. 


fecundum  numeros  impares  ipfo  » minores , ficque 
totum  obtinetur  integrale  fi  n fuerit  numerus  par ; 
fin  autem  n fit  numerus  impar , infuper  accedit 
haec  pars  -j- _*/(  i -4- a:) , prout  m fit  numerus  vel 
impar  vel  par : vnde  fi  «^i  , accedit  infuper 

C o r o 1 1.  i. 


dx 


78.  Sumamus  m~ ri,  vt  habeatur  forma 
, et  pro  variis  cafibus  ipfius  n adipifcimur: 


f 1 -f-x" 

d*  — I(  1 -f-  x ) 


l/r 

II — Arc  tang.  x 

ni'/i^*z'ico^l/(I-2jrcof'*f+^)+jGn.7Arc.tang.-;^1- 

0 1 -xcol. 


xfin." 


IV. 


Dfytized  by  Coogl 
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xfi  n ^ 

-’cof.?/V  (i-2xcof.7+A*x)+Jfin.7Arc.tang. '*-= 

TV  />.*_-•<  ° i-a:col  * 

-\qo^IV ( r -2jecof.y-t  A:x)+Jfi.  "Arctang.  - ^.c~^r 

C 

-,’cof.T/v'  (i  - 2A:cof.*-f- atat)  4|  fin  "Arc  tang. 


v./^M 


vi./i£r': 


I -ATCOf* 
..rfin..** 

-’cof.57/V'  ( 1 -2A:cof.y+A:A*)+]fi.57Arc.tang. 

1+  W(*  "+-■*> 

vji  n ^ 

-Jcof.1/V/(  I - aAXof.^  f.VA’)+sfin.TArc.tang. — — — 

I “ATCOl»  5 

vfljl  ^ 

-Icof.y/^.i-aAfCoiy+ArArj-l-ifi.yArc.tang.-— 

X “X*COl . s 

-^cof.5?/!^  I - aArcoiy+xvJ+ifi.yArc.tang.— 7-'-^. 

X l-JCOl.j 

C o r o 1 1.  2: 

79.  Loco  funium  et  cofinuum  valores , vbi 
commode  fieri  pottft  , fubftituendo  obtinemus  : 

JrZTP  = -iJV(i  — x “4  x x)  -+-  yj-  Arc.  tang.  7=-^ 

+ 1 1{  1 +i) 

*»  /4A.  = i/,-rr^;-5^r,-t-y'.Arc.ung 
Deinde  ob  fia.7=col.^=^—  fin.1^  =-cofi~  fit 


r a x _j /V('  + «y-.-fiii  . t A x v 1 

J 1 -+-  x* — r* , y j'if(i-jcyl+j*)  + ,,y)  Arc.  tang. 
tum  vero 

/•-i*  — _»  ;V(  't-«y  *-»-»») 

/‘-+-x*  >y«‘y(i-*y<  + ,*j+,  Arc.  tang. ,.77*, 

£xem~ 
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Exemplum  3. 

xm~ ' d x 

'80.  Vropofita  formula  different  tali  — — - fiqux- 

dem  exponens  m — i Jit  minor  quam  n,  eius  inte - 
grale  definire. 

xm  “ 1 

F undionis  fradae  ^ pars  ex  fadore  quo- 
cunque oriunda  hac  forma  continetur 

* fio.  Hr  fin.  ^ - cor.  ( x - cof.  ’¥) 
n { 1 — 2 x cof!  -ii?  + n) 

quae  cum  forma  noftra  fcbJC»  comparata 

dat  — i , £=^4*  » 

A = *- fin.  — fin/— h r cof.  — cof  t— 

B = - » cof  hineque  Afc+Bacof.^-s-fin.1^  fin . 

Ex. quo  integraie  hinc  oriundum  erit 

x fio* 

J*  cof.,i??/»/(i-'2XCof.iii+xar)+i-fin.— 1 TArc.tang.  — ? lr 

n r ' » * n n l^x  COl. 


\bi  pro  k fuccefliue  omnes  numeri  o , i , 2 , 3 etc. 
fubftitui  debent , quamdiu  2 k non  (uperat  n.  At 
cafu  k—  o fit  integralis  pars  — * / ( 1 - x )':  et 
quando  n eft  numerus  par  , vltima  pars  oritur  ex 
2 k zz  n , quae  ergo  erit 

— i-cof.f»7r/y  ( 1 -Kax-4-xx)  — ^ K 1 +x) 

fergo  fi  m eft  par  erit  cof  m 7t  — + *->  at  fi  m impar,  fit 

xoCtt 
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X'”1  — ' dx 

cof.flz  t — - i.  Quocirca  integrale  f~J~  » ~ , hoc 


modo  exprimitur : 

- ~ cof.  ~!  V(  t -a*  coC  21 + X x)4-  ~ fin.  22L  Arc.  tang . 


xfin.1-? 


i -a:  coi  — 

n 

x fin  ^ 

_i  cof  ^/v^j-axcar.4-?  +Xx)  + fin.  i^LArc.  taog.  -- 


x fin.^7 

.Lcof.^//(i-aa*coC^+xx)+i  fin.  —Arc.  tang. -S— 

■ * • " ■ i — x cof.  — 

n 

etc. 

Corollarium. 

81.  Sit  nr=z\  et  pro  n fuccefliue  numeri 
1 y 2 , 3 etc.  fubfti  tuantur,  vt  naacifcamur  fequentes 
integrationes : 

IL/^s=-;/(i -*)+{/(  x +X)=iiy£r* 

IH*  =~t^ 1 -•y)-tc°r.|7r//(  r -axcof.j7r-jxx)-p;fin.j7tArc.tang.-^^in?r^ 

1 “AXOl.j7T 

IV.  / -x)-’cof47r//(i- axcof.?7r+xx)-fJfin^7rArc.tang.  — n-£- 

i -arcoljTt 


^•/^-*KI‘^Hc°C»*/>/(i-a.vcof4'7r+a:jt)+|fin.jTrArc.tang.^^~j^- 

-1,cofj7r/V/(i-2.vcofiTt+xa,)4-Jfin.j,7t  Arc.  tang.  — — ■£- 

i -arcol^Tt 

VI. 
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jrfin.!7r 


x -x)-Jcof.j7r/V'  ( i -2  j:cor.j7T+.rje)+jfin.i7r  Arc.  tang. — 

...  r dx  _ . I-.XCOl.J7T 

VI  /r^3-  xfin.?7T 

+J/(i  +*)-jcof.|,7r/V'(  i -2XCoftiT+.rx)+  JfUTrArc.tang.^— . 


Exemplum  4. 

(xn~'+xn 

82.  Propofita  formula  differentiati  - 


*>dx 


i-f-x* 

exi/lente  n >m—  i , eius  integrale  definire. 

Ex  exemplo  2 patet  integralis  partem  quam- 
cunque in  genere  eflc  , fumto  i pro  numero  quo- 
cunque impare  non  maiore  quam  n , 


- tcof. / V(  1 — 2 jrcof  aw)+  ?-  fin. miT  Arc.tang. 

> n H ' n n ^ 


.Yfin  *£ 


’ ~ I-XCOf  * 

a 

xfin.~ 


1 - 2jrcoC-+YJf)+  -fin.^-^Arc.  tang 

» * ' n n n ° I-YCOf/T 


Verum  eft  — cof.(/^-,-p)~--cof.,:~  et 

imir 


lin. 


r(n — m/tr 


/•  /•  j 77i tt  \ /•  imir 

lin  ( 1 7T  — -7-  - ) ~ lin . — 


vnde  partes  logarithmicae  fe  deftruent , eritque  pars 
integralis  in  genere  , 

xfin.£ 

-4-  - fin.  iii  Arc.  tang. ^77;. 

* * I -xcol  — 


G 2 


Ponatur 
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Ponatur  commoditatis  ergo  angulus  * =«,,,  eritque 

( jc™  ~ * — f-  xn~m~  ')dx  , .. 

/ ; 5+,“  fin  m uArc.tang.-^S-. 

I “ ° t— *L OJJU 

. t >•  . . _ xfin.xw 

+ ;■  fin.  3 m 'jj  Arc.  tang  7_<C0J^; 
+^.fia.5  m Arc.tang  r!Ss^ 


+ ~ fin.  i m u Arc.  tang. r-^i. 

Ifcmto  pro  i maximo  numero  impare, , exponentem  n 
non  excedente.  Si  iple  numerus  n fit  impar  pars 
ex  pofitione  i,—  n oriunda,. ob  fin./wir—  o,  euanefeet.. 
Notetur  ergo  hic  totum,  integrale  per  meros  angu- 
los exprimi.. 

C o r o 1 1 a r i u m.. 

83.  Simili  mo:’o  fcquens  integrale  elicitur,, 
vbi  foli  logarithmi  relinquentur  ,, manente  ;rc). 
(xrn~'  xn~m~'  \d  x 

fn 7 — - i cof.  m u /V(  1 .-  2A:cof  to + x x) ) 

yy  I xn  » • ' * 

■ - . — 1 COf^OTOl/VC  1 - 2 .VCof.  3«d  +-A-x)) 

— ^ cof.5 otw/V' (1-2  Arcof.  5 w +xx) ) 


— J cof.  i tn  w /V(  1 - 2 xcof » u + * a: ) 

donec 
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dbnec  fcilicet  numerus  impar  i non  fuperct  expo- 
nentem n. 

Exemplum  $. 

(xm-« 

84.-  Propofita  formula  differentiati  ~{-x* 

exijiente  n > m - 1 , , eius  integrale  definire. 

Ex:  exemplo  3.  integralis;  pars  quaecunque  con- 
cluditur,. fiquidem.  breuitatis-  gratia  r — “ ftatut- 

mus ::  • 

— j^xof.  2 Jkm  w /V ( V-  2jccof.'2rJkea + x x )+ jfin.  1 kmu- 

..  */l«.  t tu 

Arc.tang-t.j^co;.  2tu- 
+i^cof.  2k(n-m)alV  (i:-ajkcpf.a^w+^x)-jfin.2i(»-i»)M 

x fin.  «tu 

Arc.tang. , _ * coj. itu* 

At  .eft  cof  a jfc  ( >r-  m ) co  - cof  { 2 A ar-  2 fc  /»  w ) ncoC.  2 Icm  u et 
fin.2fc(»-«.,w=fin.(  ilcit:- zkmu)-  -fin.2fcww  , 
vnde  iftat  pars  generalis-  abit:  in  i £ fin  2 k m u 
ATc.  tang.  r^/T^T.  * . quve;  hinc,  ifta  1 integratio  colr- 
ligitur  :: 

(a"1'1  x"-m"\dx 


/' 


i.-x* 


j fin.  2 m u Arc.  tang.  w , 

-h  ^ fin.  4«  to  Arc.  tang-Tr^co/TTu  - 

. * fin. « u ■ _ 

-H  - fin. 6 ot  w Arc.  tang.  — 

numeris  - paribus ; tamdiu;  afeendendo  ,,  quoad  expo 
nentem  » non  fuperent. . 

G 3’  Corol- 
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Corollarium. 


/ 


85.  Indidem  etiam  haec  integratio  abfoluitur, 
manente  ~ : 

(xm~'  -3rXn~m-')dx 


i-xn 


_ ..  — ^-cof. 2m<iilV(t-ixcoCnu+xx) 

— ‘-cof.  4moi/V(  i-zxcoC+w+xx) 

— J-cof  6 miiilV  (1- ajrcof.du  +xx) 

vbi  etiam  numeri  pares  non  vitra  terminum  n funt 
continuandi. 

Exemplum  6. 


85.  Propofita  formula  differentiaB  dyr  zrrjj!,, 
eius  integrale  inuenire. 


FunCtio  fraCta  per  dx  affeCta  fecundum  deno- 
minatoris  faftorcs  elt  sip 4. ^ , quae 

in  has  fractiones  fimplices  refoluitur  : 

T-jX' ! _ * j >_ . _ ij 

1 * * «(  ■+■*)*  •(«-*-■*>  * •(• — »)  "T  *[i+xx)~dx 

vnde  per  integrationem  elicitur  : 

y=-~T*  -+-J-W* — f/(  1 -h x)-ll(  1 -x) 

—!—»/( * H-arjr)H- jArc.tang.a: 
quae1  expreflio  in  hanc  formam  transmutatur 


v r->  — »-f-»*-f-SZ3C 

■J  — ^ " ♦**(  I -+-*) 


■r- 


' *+-  j lr=^i + i Arc.  tang.  x. 


Scholion. 
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87.  Hoc  igitur  capnt  ita  pertradare  licuit , 
Tt  nihil  amplius  in  hoc  genere  defiderari  poffir. 
Quoties  ergo  eiusmodi  fiindio  y ipfius  x quaeritur  , 
vt  aequetur  fundioni  rationali  ipfius  x , toties 
integratio  nihil  habet  difficultatis  , nifi  forte  ad  de- 
nominatoris  fingulos  fadores  eliciendos  Algebrae 
praecepta  non  fufficiant : verum  tum  defedus  ipfi 
Algebrae  , non  vero  methodo  integrandi , quam  hic 
tradamus , eft  tribuendus.  Deinde  etiam  potiffimum 
notari  conuenit , fcmper  , cum  fundioni  ratio- 
nali ipfius  x aequale  ponitur,  fundionem  y , nifi  fit 
algebraica  , alias  quantitates  tranfcendentes  non  inuol- 
verc  praeter  logarithmos  et  angulos : vbi  quidem 
obferuandum  eft  , hic  perpetuo  logarithmos  hyper- 
bolicos  intelligi  oportere  , cum  ipfius  lx  differentiale 
non  fit  — -5-  , nifi  logarithmus  hyperbolicu9  fuma- 
tur : at  horum  redudio  ad  vulgares  eft  facillima  , 
ita  vt  hinc  applicatio  calculi  ad  praxin  nulli  impe- 
dimento fit  obnoxia.  Quare  progrediamur  ad  eos 
cafus,  quibus  formula  ddyx  fundioni  irrationali  ipfius  x 
aequatur  , vbi  quidem  primo  notandum  eft , quoties 
ifta  fundio  per  idoneam  fubftitutionem  ad  rationali- 
tatem perduci  poterit,  cafum  ad  hoc  caput  reuolui. 

Veluti  fi  fuerit  dy~{ ' ~t-t^~Vx^dx  , enidens  eft 
• •-+-*  * * 

ponendo  x z , vnde  fit  d x <S  z d z , fore 

dy- 
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dy — (-L!7^:iri^ . 6z'dz  , ideaque  \\  — - 6 z'  + 6 z* 

-t-6z*-'6z*-{-6zz—6-l-j-^zt  vnde  integrale 

/ 

y—-\z*  -\-iZ  -\-z* —\z' -\-zz' — 6z+6  Axe.  tang.  z 
et  reftituto  yalore 

> * 't  e 

y=z- JxV *-K* Vx -+- X- f V X1  -+-  2 V A—  6 V X 

€ 

-+-  6 Are.  tang.  Vx-hC, 


Digitized  by  Google 


“VS  ) © ( S7 

CAPVT  II. 

DE  INTEGRATIONE  FORMVLA- 

RVM  IRRATIONALIVM. 


Problema  6. 


88. 

Propofita  formula  difFerentiali  dy - y T*  '«"')» 

eius  integrale  inuenire. 

Solutio. 

Quantitas  a.  (3  x -h  y x x , vel  habet  duos 
fadtores  reales  vel  fecus. 


I.  Priori  cafu  formula  propofita  erit  huiusmodi 

dy  rr  70>  + 'bxH'7+gZ) : ftatuatur  ad  irrationali  ta« 
tem  tollendam  (a-\-bx)  (f-\~gx)  — [a-\-bx)'zz  , 
erit  x—Y=~\  , ideoque  * 


« V(a  + £*)(/+g*)= 


(qg-6/)« 
“ 6 is-  5 


vnde  fit 


■f  1 d Z 1 d z 

dj  — bTTZi—r^-z'’  at£lue  3 


= V£ 


Quare  fi  litterae  b et  g paribus  fignis  funt  affetfae  , 
integrale  per  logarithmos  , fin  autem  fignis  diipari- 
bus , per  angulos  exprimetur. 


H 


IL 
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II.  Pofleriori  cafu  habebimus  xj„ 

(fatuatur  bbxx  - zabx  cof.  £ -btfo~  (£,r  - az)1,  erit: 

-a6;ccof.£  + oz-zbxz  Yazz  et  x~ hinc: 


, ad  z(t  - a z coi.  ?-f  ti  ) 

<*X  — i 6 ( coj.  £ — s )•  »• 


et 


V(aa- iabxcoC^  -H  bbx x)~ 


O ( 1 i ZCof.  i + n) 

TTcoj-i  — z ) 


ergo» 


dy — 6 < cj).  { — » 4 j » et  y — \l  cof.£  z 

_ b x — V(aa  — «o  b x cof.  i -bb  b x x\ 

At  eft  zzz 5 5 — %.  ideoque: 

; , a cof.  i' — b x-bV  (»  a — ,ab  rtij  +-  b b x x ) 

y—-\l t VCl 

yzil(-acoC.%+bxi  V (aa  - nab xcot^i  bbxx))+  C. 


C o r o 1 1.  r* 

89.  Cafus  vltimns  latius  patet,  et  ad  fbrrnu^ 

lam  dy -=z y t l*+y7T) » accomodari  poteft  , dum- 
modo fuerit  y quantitas  pofitiua  namque  ob  bzVy 

et  acof.4  = r^f  oritur, 

y — 7y 1 ( .4' v + * v y + ^ ( a +■  P x + y * * ) ) + c 

feu 

y — y-y  /( l (3  -h  yx  f V y ( a j3 x + y x x ) ) + C. 


C o r o 1 1.  2.. 

<r%  r . • r a.  r 

90.  Pro  cafu  priori  cum  iit  / vT*' 
et  — vT*  Arc.  tang.  , habebimus,  hos, 

calws :: 

fi 
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r d X ' rf  K(a-i-bx)-*-Vb(S-4-gX)  , /> 

7 Y(a-+-&x)(/-*-gx)-Vi>g'yg(a_t-6x)—  V4(/-t-gx)  T 

r d * - |Vt(t*-«)4-VK/+t*  | t n 

»V  (4x— a )(/-*- gx)  yijWf  (6*—  O)—  VI>'(;  + gJ!)  v* 

y» dx _ _j_  ? V g t 6 x — a j^-VM  g x — / ) . p 

V ( 4 X — >lu  X—/  ) “ V6g‘v  g(  4 X — a ) — V 6 [ g x — /)  ">  ^ 

/- d x — - i /V  g ( n^txl-f  yK/-{«  ) . p 

jf  V l a — bx)U  — g*)  “ VTg  Vg(«— 4*)  — V4  (/  — gx) 

r d » ~ i . V 4 ( / -»-  s x ) , /-< 

y v («  — SV)(  /-f-g  x )■—  V4g  Arc.  tang.  y g ( a — 6 x ) T** 

/• d x _ JJ_  . ..  _ V 4 ( ;«»/) 

y (a  — 4x  ) ( g x—j)  —V4g  ArC.  tang.  y g ( a — iij  T'-* 

C o r o 1 1.  $. 

p*.  Harum  fex  integrationum  quatuor  prio- 
res omnes  in  cafu  Coroll.  i.  continentur  > binae 
autem  poftremae  in  hac  formula  dy  — 
continentur:  fit  enim  pro  penultima 

<*/—«>  ag-bf—p,  bg  — y, 
vnde  colligitur 

_r=vV  Arc.  tang. 

fi  fcilicet  ille  arcus  duplicetur.  Per  cofinum  autem 
erit 

y—  yy  Arc.  coC  v ay)  “+*  ^ i 

cuius  veritas  ex  diflerentiatione  patet. 

Scholion  i. 

9 2.  Ex  folutione  huius  problematis  patet  etiam 
hanc  formulam  latius  patentem  Vu-t-0**+rV*«)  > 

Ha  fi 


r 
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fi  X fuerit  fundio  rationalis  quaecunque  ipfius  x , 
per  praecepta  capitis  praecedentis  integrari  pofle. 
Introduda  enim  loco  x variabili  z , qua  formula 
radicalis  rationalis  redditur  , etiam  X abibit  in 
fundionem  rationalem  ipfius  z.  Idem  adhuc  gene- 
ralius locum  habet,  fi  pofito  V (a  \ (3x4-  yxx)~u., 
fuerit  X fifndio  quaecunque  rationalis  binarum 
quantitatum  x et  a , tum  enim  per  fubftitutionem 
adhibitam  , quia  tam  pro  x quam  pro  u formulae 
rationales  ipfius  z fcribuntur  , prodibit  formula  dif- 
ferentiatis rationalis.  Hoc  idem  etiam  ita  enunciari 
poteft  , vt  dicamus  formulae  Xdx  , fi  fundio  X r 
nullam  aliam  irrationalem  praeter  V (a+fix+yxx) 
inuoluat , integrale  aflignari  pofie  , propterea  quod 
ea  ope  fubfiitutionis  in  formulam  differentialem  ra- 
tionalem transformari  poteft. 

Scholion  2. 

93.  Propafita  autem  formula  diflerentiali  qua- 
cunque irrationali , ante  omnia  videndum  eft  , num 
ea  ope  cuiuspiam  fubftitutionis  in  rationalem  trans- 
formari poflit  ? quod  fi  fuccedat,  integratio  per  prae- 
cepta capitis  praecedentis  abfolui  poterit , vnde  fi- 
mul  intelligitur  , integrale  nifi  fit  algebraicum,  alias 
quantitates  tranfcendentes  non  inuoluere  praeter  Io- 
garithmos  et  angulos.  Quodfi  autem  nulla  fubfti- 
tutio  ad  hoc  idonea  inueniri  poffit,  ab  integrationis 
labore  eft  defiftendum  , quandoquidem  integrale  ne- 
que algcbraice  neque  per  logarithmos  vel  angulos 

expri- 
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exprimere  valemus.  Veluti  fi  Xdx  fuerit  eiusmodi 
formula  differentialis  , quae  nullo  patto  ad  rationa- 
li tatem  reduci  queat,  eius  integrale  fXdx , ad  no- 
vum genus  funftionum  tranfeendentium  erit  referen- 
dum , in  quo  nihil  aliud  nobis  relinquitur  , nifi  vt 
eius  valorem  vero  proxime  aflignare  conemur.  Ad- 
miflo  autem  nouo  genere  quantitatum  tranfeenden- 
tium , innumerabiles  aliae  fbrmulae  eo  reduci  atque 
integrari  poterunt.  Imprimis  igitur  in  hoc  erit 
elaborandum  vt  pro  quolibet  genere  formula  fimpli- 
ciffima  notetur,  qua  conccfla  reliquarum  formularum 
integralia  definire  liceat.  Hinc  deducimur  ad  quae- 
ftionem  maximi  momenti  , quomodo  integratio- 
nem formularum  magis  complicatarum  ad  fim- 
pliciores  reduci  oporteat.  Quod  antequam  aggredia- 
mur , alias  eiusmodi  formulas  perpendamus , quae 
ope  idoneae  fubllitutionis  ab  irrationalitate  libe- 
rari queant , quemadmodum  iam  oftendimus  , quo- 
ties X fuerit  funftio  rationalis  quantitatum  x et 
n — V(a-+-(3x4-  yxx),  ita  vt  alia  irrationalitas  non 
ingrediatur  praeter  radicem  quadratam  huiusmodi 
formulae  a-\-  (3x-f- yxx  , toties  formulam  diffe- 
rentialem  Xdx  in  rationalem  transformari  polle. 

Problema  /. 

9+.  Propofita  formula  differentiati  Xdx(a  f bx)*t 
in  qua  X denotet  funftionem  quamcunque  rationa- 
lesm  ipfius  x V eam  ab  irrationalitate  liberare. 

H 3 Solutio 
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Solutio. 


Statuatur  a-t-bx=zy , Tt  fiat  (a 
z* —u 

tum  quia  x=z— ^ — , fiufta  hac  fubftitutione  funiftio  X 

abibit  in  fundtioncm  rationalem  ipfius  quae  fit  Z, 
et  ob  dx~\zy~' dz  , formula  noftra  diflerentialis 
induet  hanc  formarti  \Z z*~*~'’~“ 'dz  , quae  cum 
fit  rationalis  per  caput  fuperius  integrari  poteft , et 
integrale,  nifi  fit  algebraicum,  per  logarithmos  et  an- 
gulos exprifnetnr. 

C o r o 1 1.  i. 


95.  Hac  fubftitutione  generalius  negotium 

j 

confici  poterit,  fi  pofito  (a-t-bx)'  — u , littera  V 

denotet  fun&ionem  quamcunquc  rationalem  binarum 

. . . r «Y  ~ a 

quantitatum  x et  u ; cum  enim  pofito  xzz  — - — , 


fiat  V fanftio  rationalis  ipfius  1/,  formula  Vdx~  fVu^dk, 
erit  rationalis. 

C o r o 1 1.  2. 


9 (5.  Quin  etiam  fi  binae  irrationalitates  eius- 

1 

dem  quantitatis  a-hbx,  fcilicet  (a-t-bx)'  =r  u et 

(a-{-bx)n~v , ingrediantur  in  formulam  Xdx , 

2*’— a 

pofito  a+bx—z"'  fit  x~  — r — , u—z\  euirs’; 

•vade 
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nide  cam  X fiat  fiin&io  rationalis  ipfius  z , et 

dx  — j^zn},-'dzr  hac  fubftitutioae  formula  Xdx 
suadet  rationalis. 

CorolL  3- 

9T-  Eodem  modo  intelligitur  7 fi  polito 

£ r 1 

(a-t-bx)K~u,  {a-)rbxY~vr  (# A-bx)'— t etc. 

littera  X denotet  fundtionem  quamcunque  rationa- 
lem quantitatum  x y u rv  r t ete.  formulam  diffe- 
rentialem  Xdx  , rationalem  reddi  facfto  a + 

—a 

erit  enim  x~zz — ; « — z*4*- t-zx^uc,. 

et  d x — * *—  * dz.. 


Exemplum. 

98.  Propofita  hac  formula  dy~ -**■ , 

v(  ■ -+-*)-  VI 1 -♦-*) 

&S0  1 -\-x  — za  , reperitur  dy  — — — , feu. 


dy  ~ - 6 dz  ( 3*  -f-  z* -f-  z*  z*  - f- js7  a') 


hineque  integrando 

y-C-W-X^-z*-*,^ 

ct  reftituendo 


J>=C-  J V (1. +*.)•- J.f {*  +*)*-  , -*•-  *(i  +ar)V(i  +,)'• 

— |(i+ar)>  ( 1 + *)-?(  i +Jc)V(i  ■+-*)} 
ita:  vt:  integrale.  adeo  algebraice  exhibeatur.. 


Proble- 


C A P V T n. 

Problema  8. 

99.  Propofita  formula  differentiali  Xdx(f~~-*x)* 
denotante  X functionem  rationalem  quamcunque 
ipfius  x , eam  ab  irrationaiitate  liberare. 


Solutio. 

i = ** . fit  ( }~~  y ==  a*  , et 


Pofito 

a—fz1  . v{bf-ag)z'-'dz  „ 

*~gtt  atc>ue  *= 53^*7 ’ flC(*Ue  Io* 

co  X prodibit  fun&io  rationalis  ipfius  2,  qua  pofita  ~2 

vibf-ag)Za^-*-'dz 
erit  formula  nofira  dificrentialis  = — — ; — r 7; , 

{&z-b)  * 

quae  cum  fit  rationalis  per  praecepta  Cap.  I.  inte- 
grari poterit. 

C o r o 1 1.  1. 


100.  Pofito  u.  fi  X fuerit  funCtio 

J-t-gx  1 

quaecunque  rationalis  binarum  quantitatum  x et  u , 
formula  dificrentialis  Xdx  per  fubftitutionem  vfur- 
patam  in  rationalem  transformabitur  } cuius  propte- 
rea  integratio  confiat. 

C o r o 1 1.  2. 


101.  Si  X fuerit  fun&io  rationalis  tam  ipfius  x, 
quam  quantitatum  quotcunque  huiusmodi 


/t-j-bx 


)X  = « , (/ 


. bx 


+ «> 


V 


/ « -*-b  x \»  — 1 
V 


tum 
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tum  formula  diffcrentialis  Xdx  rationalis  redde- 
tur adhibita  fubftitutione  , vnde  fit 

a-f 

X—J^rrrb  > et  »=*”?  v=zz*'>  t=zx^. 

Scholion  i. 

102.  His  cafibus  redubio  ad  rationalitatem 
ideo  fuccedit  , etiamfi  plures  formulae  irrationales 
infint , quod  eae  omnes  fimul  per  eandem  fubffitu- 
tionem  rationales  efficiantur,  indeque  etiam  ipfa  quan- 
titas x per  nouam  variabilem  z , rationaliter  ex- 
primetur. Sin  autem  differentiate  propofitum  duas 
eiusmodi  formulas  irrationales  contineat  , quae  non 
ambae  fimul  ope  eiusdem  fubffitutionis  rationales 
reddi  queant , etiamfi  hoc  in  vtraque  feorfim  fieri 
poffit , redubio  locum  non  habet,  nifi  forte  ipfum 
differentiale  in  duas  partes  difpefci  liceat , quarum 
vtraque  vnam  tantum  formulam  irrationalem  com- 
plebatur. Veluti  fi  propofita  fit  haec  formula  difi- 
ferentialis  dy  — vl,  (l-xl)  e*us  numeratorem 

ac  denominatorem  per  V ( i -f  rjf)+V(i- xx) 

multiplicando  nt  dy  — 1 nr* — > 

cuius  vtraque  pars  feorfim  rationalis  reddi  et  inte- 
grari poteft.  Reperitur  autem : 
y-Q-  + li(x+Vii+xx)) 

— sArc.tang.yt , —Xx)m 

Commodiffime  autem  ibi  irrationalitas  tollitur , fi 
in  parte  priori  ponatur  V(x-t -xx)zzpx,  in  pofie- 

I riori 
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riori  V ( i -xx)  — qx.  Etfi  enim  hinc  fitxZy^r^ 

et  * = vTT^,JTi?  tamen  oritur  rationaliter 

— —Pf,dP  _ <14*1 

UJ a(  Pt—i)  =('-+- ‘i  i)‘ 

Scholion  2. 


103.  Circa  formulas  generales,  quae  ab  irra- 
tionalitate  liturari  queant , vix  quicquam  amplius 
praecipere  licet  : dummodo  hunc  cafum  addamus  , 
quo  fun&io  X binas  huiusmodi  formulas  radicalcs 
Y{a-\-bx)  et  Vif-t-gx)  compleditur.  Pofito 
enim  (a  -f- bx)~(f-\-gx)tt  y fit  x~  ag~i—\  atque 

in  for  mu  a differentiali  vnica  tantum  formula  irra- 
tionalis V [gt  t — b) , quae  nona  lubftitutione  facile 
tolletur  , ptr  ea  quae  Problemate  6.  tradidimus.  Vt 
igitur  ad  alia  pergamus  , imprimis  confiderari  me- 


retur haec  formula  differcntialis  xm~'dx(e-+-bxnf' , 
cuius  ob  funplicitatcm  vfus  per  vniuerfam  analyfin 
efl  ampLfiimus y vbi  quidem  fumimus  litteras  m,  », 
p.  , v numeros  integros  denotare , nifi  enim  tales 
eflent  , facile  ad  hanc  formam  reducerentur.  Veluti 

- i f*. 

fi  haberemus  x dx[  a -\-bV  xy  , llatui  oportet  x~u* 


hinc  dx  — 6u  du , vnde  prodit  6udu(a-\-bu)*. 
Tum  vero  pro  n valorem  pofitiuum  afiumere  licet, 

fi  enim  eflet  negati u us  pu  ta  xm  ~ ■ dx  (a +b x “ ! * )*  , 

pona- 
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£ 

ponatur  fietque  formula  - u~n~' du[a-\-  bun)’ 

fimilis  principali ; quae  ergo  quibus  cafibus  ab  irra- 
tionalitate  liberari  queat , inueftigemus. 

Problema  9. 

104.  Definire  cafus , quibus  formulam  diffe- 

£ 

rentialem  arm  ~ ’ dx(a , ad  rationalitatem  per- 
ducere liceat. 

■Solutio. 

Primo  patet  fi  fuerit  v— 1 feu  £ numerus 
integer  , formulam  per  fe  fore  rationalem  , neque 
fubftitutione  opus  efle.  At  fi  fit  fraftio  , fubfti- 
tutionc  eft  vtendum  , caque  duplici. 

, t 

I.  Ponatur  a + bxn—uy,v t fiat  (a-hbxny  -u*, 

uy—a  ,uy  — a - 

erit  xn=: — , hinc  xmzz[~ — )*  , ideoqtie  xm"dx 

uy  — a 7 

zzy-u'-  'du(—£-)  n , ynde  formula  noftra  fiet 

y-u^  ■*"  *"  'du( — -y~)  * . Hinc  ergo  patet,  quoties 

exponens  feu  £ fuerit  numerus  integer  fiue  pofi- 
tiuus  , fiue  negaturas?,  hanc  formulam  efle  rationalem. 

. ..  ; - . . ' * f.  a T 

II.  Ponatur  a-\-bxn-zzx"zy , vt  fiat  xn—- — -, 

K . *»L 

‘ o’  „ a* 

et  (a-i-bxny  =z iri  tum  a.-m= 5 , 

( zy— by  l zy  — b )» 

1 z hinc 
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— van  2*  ~ 'dz 

hmc  x^dxzz s"- , ideoque  formula  noftra 

n{z'-bf*' 

?J-!i 

— \>an  * j|t+,~'(/z  _ 

erit  m . r , . • Ex  quo  patet  hanc  fbr- 

n[z'-b)*^'^ 

mam  fore  rationalem  , quoties  "-f-£  fuerit  numerus 
integer.  Facile  autem  intelligitur  alias  fubftitutio- 
nes  huic  fcopo  idoneas  excogitari  non  polle. 

Quare  concludimus  formulam  irrationalem  hanc 

R 

Xm  ~ ' dx(a-\-bxny  ab  irrationalitate  liberari  pofle, 
fi  fuerit  vel  f vel  numerus  integer. 

C o r o 1 1.  i. 

io<S>  Si  fit  " numerus  integer  , cafui  per  fe 
eft  facilis  i ponatur  enim  mzzin , et  fit  x*=vf  erit 

xm=vii  ideoque  formula  noftra  ^-'dvia-hbvf, 
quae  per  Problema  7.  expeditur. 

C o r o 1 1.  2. 

xotf.  At  fi  j non  eft  numerUs  integer , vt 
reduttio  ad  rationalitatem  locum  habeat , necefle  eft 

Tt  fit  numerus  integer:  quod  fieri  nequit, 

nifi  fit  y — n , ideoque  w-^-p.  multiplum  debet 
tfle  ipfius  n~y. 

Coroll.  3. 

V 
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C o r o 1 1.  3. 

107.  Qnod  fi  ergo  haec  formula  xm“' dx(a+bxn)7  , 
ad  rationalitatem  reduci  queat , etiam  haec  formula 

fc-*-  3 • 

xm±ctn  dx(a-±-bxn)'  “ , eandem  redudlionem 
admittet ; quicunque  numeri  integri  pro  a et  (3 
aflumantur.  Vnde  ad  cafus  reducibilcs  cognotcendos 
fufficit  ponere  m <£  n et  p.  v. 

C o r o 1 1.  4. 

It 

108.  Si  mrzo  haec  formula  ~(a  \- bxn)'1  fem- 
per  per  cafum  primum  ad  rationalitatem  reducitur, 

a”  — a 

ponendo  a.'”  — — ^ ; transformatur  enim  in  hanc 

vbif-~‘r  '~l  d u 
n^W-a) 

Scholion  1. 

Jl 

109.  Quoniam  formula  xm~  ‘ dx(a-\-  bxn)  *, 
quoties  eft  m—itt,  denotante  i numerum  integrum 
fiue  pofitiuum  fiue  negatiuum  quemcunque,  femper 
ad  rationalitatem  reduci  poteft  , hique  cafus  per  fe 
funt  perfpicui  , reliquos  cafus  hanc  redu&ionem  ad- 
mittentes accuratius  contemplari  operae  pretium 
videtur.  Quem  in  finem  (latuamus  v~ti  ct 
item  jjl  n , ac  necefle  cft  \t  fit  vnde 

fequentes  formae  in  genere  fuo  fimplicifiimae  , quae 
quidem  ad  rationalitatem  reduci  queant , obtinentur. 

I 3 L 
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I.  dx{a ~\-bxt)i 

II.  dx(a-t-bx Vj  xdx(a-\-bx*Y 

III.  dx(a  + bx*fi  xxdx{a-\-bx*f 

IV.  dx{a-\-bx*f  i xdx{a-\-bx%f',  x'dx(a+bxsy ; 

V.  ; x*dx[a-\‘bx*f 

vnde  etiam  hae  redudtionem  admittent : 

x±iadx  [a  + bx'  f~  ^ 

x±'adx(a*-bx')~'-P  ; x^^dxia-^-bx')^^ 
x-tadx[a~\-bx*)*~^  i x7±*adx  a-\-bx*'?~^ 
A-±sa</*(a-f-**7±(3  ? x^-dxia+bx'}^ 
x^dxia-i-bx1)^^  ; x'±5adx{a-\-bx%)s±$ 
x—6*dx  (a  H-  bx*f~  ^ ; x4±<Vx(«-I-**,)‘±P 

Scholion  2. 

!± 

110.  Verum  etiamfi  formula  'dx(a+bxny  , 
ab  irrationali ta te  liberari  nequeat , tamen  fcmpcr 

t-f-  3 

omnium  harum  formularum  x— dx[a-\-bx*)  “ , 

integrationem  ad  eam  reducere  licet , ita  vt  illius 
intcgrali  tanquam  cognito  fpcftato , etiam  harum 

iute- 
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integrata  aflignari  queant.  Quae  reduftio  cum  in 
Analyfi  fuinmam  afferat  vtilitatem  , eam  hic  expo- 
nere ncccffj  erit.  Cacterum  hic  affirmare  haud  du- 
bitamus , praeter  eos  cafus , quos  redudionem  ad 
rationalitatem  admittere  hic  oftendimus  , nullos 
alios  exiftere  , qui  vlla  fubfiftutione  adhibita  ab  ir- 
rationalitate  liberari  queant.  Propofita  enim  hac 
dx 

formula  r~,T  j nulla  fun&io  rationalis  ipfius 

V^a-Y-bx')’  r 

z loco  x poni  poteft  , vt  a-^hx’  extractionem  ra- 
dicis quadratae  admittat : obiici  quidem  poteft , fcopo 
fatisfieri  pofle  etiamfi  loco  x fun&io  irrationalis 
ipfius  z fubrtituatur  i dummodo  fimilis  irrationalitas 
in  denominatore  V{a-hbxl)  contineatur,  qua  illa 
num  ratOrem  dx  afficiens  deftruatur  : quemadmodum 

dx 

fit  in  hac  formula  - adhibendo  fubftitu- 

V {jj  b x ’) 

Va 

tiftiem  x—  ~ , verum  quod,  hic  commode 

V (z* —b  ) 

vfu  venit , nullo  modo  perfpicitur  r quomodo  idem 
illo  cafu  euenire  poffit.  Hoc  tamen  minime  pra 
dcmonftrationc  haberi  volo. 

Problema  io. 

1 1 1 . Integrationem  formulae  fxm^n"  dx[a\bxn) v , 
perducere  ad  integrationem  huius  formulae 

/ xm ~ 'dx(a-t-b x1*)* . 

Solutio. 
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Solutio. 


Mi 


Confideretur  fundtio  xm  (a-\-bxn)'1  cuius  dif- 

fcrentiale  cum  fit  (maxm~~ ' dx -\-mb xm~*~v~'dx 

Hl  xM-i 

*dx)(a+bxny  erit^a+iAr")» 

r rnafxm-'dx{a+bx')~' + <!?!±^J^fxn+n-'dx(a+bxnr 

vnde  elicitur: 

jj-  1 J 

. . t vxm  (a-hbx")» 


mva 


* 

,.»x  » 


-,fxm"  dx{a-\-bx*) 


[mv-\-n\y.-\-nv}b 

C o r o 1 1.  i. 

1 12.  Cum  inde  quoque  fit 

B xm  (a-h  bxn)~*  1 
Jxm  “ ’ dx(a  + bxn  ) 

Jj^j^±ny)b  fx^,.,ixU+  bx.f, 

mva  J 

loco  m feribamus  m-n , et  habebimus  hanc  redu- 
ctionem : 

H-+- 1 

. , . , xm'n(a+bxn)’ 

fx dx{a+bx')’= i— -a 

Jjp^j^±;x,-.dx(a+bx'y. 

[m-njva  J 

Coroll.  2. 
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C o r o 1 J.  2. 

i » 3.  Conceflo  ergo  integrali  fx™~' dx(a+b\J'fi  j 

etiam  harum  formularum  /x"1— dx(a~\~  bxny  t 
iimilique  modo  vlterius  progrediendo  omnium  ha- 
rum formularum  /**±— dx(a+bff  integra- 
lia  -exhiberi  poliunt 

Problema  if. 

x 1 4.  Integrationem  formulae  f xm~'  dx(a+ b 1 

fl 

ad  integrationem  hm\ssfxm—'dx{a-\-bxn)'  perducere. 

Solutio. 

p.  1 . 

Fun&ionis  xm(«-f-£*n)r~r'  differentiate  hoc 
modo  exhiberi  poteft 

)x*-'  dx[a  + bx*f 

H-  ^±J^±JL*xm -'dx(a  + bxny+I 
vnde  concluditur 

■vm  (a  -t-bx?)7  + 1 ==-<l±±**}Jfxn-'dx(a+bx*)* 

5i±?>+iyxm-'  dx{a-*-bx?f  + 1 
quocirca  habebimus : 


£-f  1 vxm  (a-\-bxnfi  + 1 


f x”^~'  d x (a  -f-  b x*Y  . 

OTV-h«(p.-+-y) 

«(p--l-v)fl  , , tt 

A* +**•)■  - 

K Coroll.  x. 
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Coro  11.  i-. 

1 1 5.  Deinde  ex  eadem  aequatione  elicimus  r 

, , , , , fc  — ( a-f-  b x”  )»""*“  r 

f'xm~'  dx(a  -h  bxn  / =: — — 

mv-l-nfu.- 4-v)  , . t+x 

fcribamus  iam  jji-k  loco  jx  vt  pancifcamur  hanc: 
redju&ionem 

j» 

, _ , . , , „ - v xn  ( a -f-  b xn  )»~ 

x ( a -t-  b xn  / = — 

* ' n (Ji  a 

«v-f-flu.  , £ 

~^~n^.a^xm~'dx  («-*-***T- 


C o r o 1 1.  2.. 

m<J.  Concedo  ergo  intcgrali  fxrr‘-'dx[a-\-bx'1)'  , 

• * -|  * 
etiam  harum  formularum  fx^dx^a-t-bx*)*  ~ , 

ee vlterius  progrediendo  harum f xm~'dx {a  + bxn)'  ~ ^ 
integralia  exhiberi  poflunt , denotante  (3  numerum 
integrum  quemcunque. 

CorolL  2- 

ei -7'.  His  cum  praecedentibus  coniuuctis  ad  in- 

n 

tsgrationem  f xm * ’ dx  (a  ~\-b xn/  omnia  haec  inte- 
. ->  gralia 
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t-*-  S 

gralia  f xn±w~' d x [a b xn ? ~ p reuocari  poffunt , 
quae  ergo  omnia  ab  eadem  Functione  tranlcendente 
pendent, 

Scholion  i. 


- 

ii 8.  Ex  formae  xm  [a b xn  j'  diiferentiali  ita 
difpofrto 

tnx*~’dtt:{e^hbxn  )*  -f-  n£b  xn*-n-'  d x[a+ b x'  y 1 

.deducimus  hanc  xcdu&ionem 


fxm+—'  d x ( a -4-  b x'  )»  = ~v- 

J ' n jjl  b 


S_T  v x™  ( a -+-  b £n  £ 

£ 


- —fx^dx^b^ 


-ac  praeterea  hanc  inuerfam  pro  m ct  p.  feribendo 
m~n  et  /x-f-v 


fxm  * 'dx(a-\-bx'l)>  ~ 


£ + x __  xm-n(a-\-bx')' 


m — n 


(a+tx-f. 

y,m-n)  J ' 


Hinc  Icilicet  xna  operatione  abfoluitur  redu&io,  cum 
fuperiores  formulae  duplicem  redtuftionem  exigant  ; 
ex  quo  fex  rcduftioncs  fumus  na&i  , omnino  me- 
morabiles , quas  idcirco  coniun&im  confpedui  ex- 
ponamus. 


K a ' 


l 
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£ v x*  ( a -+•  b x' )»  1 


i. 


mva 


-(W+JTm^^"  '“x^+bx‘f 


t xm~nf  a -f-  b xn)i 
II.  fxm-'~' dx[a-\~b x')'  = — 1 


-4-  i 


III.  /x 


( m—  n)a 

[mv-+-n\x.)b  . , fi 

....  4-4**)^ +I 

^ 4 * > =—^r~— 

n(  u.-\-v)a  & 

+ 4*  t 

a 

& — i — x .v’"  f -f-  b xn  V 

IV.  fx**x4x{a-\-  bxny  = 

V.  /x'»-‘"dx{a-H>xnf~I  =—  ' ^ 

mv  fi 

-jjt iA’-vx(a+iy)> 

VI.  fx"-'-ix  («+ix*>"  + ’ =—  3^— 

v ‘ m-n 


»(  JJL  -f-  & 

Scho- 
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Scholion  2. 


119.  Circa  has  redu<ftiones  primo  obferuan- 
dnm  cft  , formulam  priorem  algebraice  efle  integra- 
bilem  , fi  coefficiens  pofterioris  euanefcat.  Ita  fit 


pro  I.  fi  mz.o  ...fxn"dx(a+bxny  _ y(a+b\  ) 


pro  II.  fi  ?-^...fx**-'dx{anx') » =— 


pro  IV.  fi 

pro  V.  fi  «rrro  ...fxn~'dx(a\-bxnf~1  ~ -)-• 

Deinde  etiam  cafus  notari  merentur  , quibus  coeffi- 
ciens poftremae  formulae  fit  infinitus ; tum  enim 
reduftio  ceflat , et  prior  formula  peculiare  habet 
integrale  feorfim  euolucndnm. 

In  prma  hoc  eucnit  fi  — ■— , et  for- 

z2-~ 1 ' 

mula  /xm^n~1dx(a-{-bxn)  » poCitoa-i-bxn=x’'zn, 

a . z~v </s 

feu  xn—  ^ abit  in  — z'l—b'  cu*us  integrale  per 
caput  primum  definiri  debet. 

£ 

In  fecunda  eucnit  fi  mrrnet  formula/^  (a+fo.-")»  , 

at’ — 0 dz 

polito  a\by?-z'  feuj^n— 7—  abit  in — : r-. 

b n{z?-a) 

K 3 Ia 
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In  tertia  euenit  fi  £ — ~ ~ i et  formula 

— m 

f x™'1  dx  [a-\-  bx"  ) n poflto  a -+-  b xn  zz  x*  zn  fcn 
a - z'm~n-' d z 

x — ablt  — icu  Poflto 

in  um-*-'-n-'du  — urr'~hn  um  i um-'du 

° ' i-bu*  (m+n)b  ~~mbb~*~ bb  ^ a-  bu*' 

, . xn~'dx 

In  quarta  euenit  fi  p,  — o et  .formula 

per  fe  eft  rationalis. 

In  quinta  idem  euenit  fi  p— o. 

H rJ  j 

In  fexta  autem  fi  mzn  et  formula f^[a+bxn/  » 

dz 

poflto  a -\-bx"zz.z'  abit  in  -f  — : ; 

* ' z*-a 


Exemplum  i. 

x’n“",dx 

xao.  Inuenire  integrate  huius  formulae 

pro  numeris  pofitiuis  exponenti  m datis. 

Hic  ob  az=.  i , b ——i  , n- zn  , p~-  x , y—  a, 
prima  redu&io  dat: 

xv'~*”dx  ~xmV(x-xx)  m x^dx 
/ — — — 1 i r 


V(i  ~xx) 


m-i-t  m-\- i J V (i-xx) 


liinc  prout  pro  m fumantur  numeri  vel  impares 
V.el  pares  , obtinebimus. 

Pro 


Digitized  by  Google 


/ 


C A P V T II. 

Pro  numeris  imparibus : 


19 


fi  ( I-3C* 

x*  dx 


f TTTzih'  = ~ - arx)  -t-  J f^T 7 

/vt^tt = ■ -i  *■  v(  i ■ - «)■+ .YvT^V 

Pro  numeris  paribus  : 


/7 ttzstt  = - ix*  K(  i - arx)  -+■  | /yjmn 

/vc^rr  =-i*4n<  -**)4-;/vi£f£n: 

/.  x7  dx 

7 <<•-**) 


X d X 


— - =-  ^ * - **) + */*S£jr 


etc. 

Cum  nunc  fit  firr~^i=  Arc.  fin.  x et  fijf~^ 
= ~V(i-xx)  habebimus  fequentia  integralia. 

Pro  ordine  priore  :: 

/vT^rrr  — Arc.  fin.  x 
/ TTrfer  — - I * ^ { * - X x ) -f- 1 Arc.  fin.  x 
fvT^x-T)—-(lx'+!^-x)V{i-xx)+ 


»•  X. 


a*  4* 


Arc.  fin.  x 


ff^Jhr=-Ux-+'iix-  +^x)V(r-xxy 

4*  jtH  Arc  fin.x 

— (;X  + »J.X +*TT|^  + jT7T«7TX)V(i-xx); 

*+*  *T«Hr»  Arc.  fin.x.. 

Pro» 
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Pro  ordine  pofteriore : 
-V ( i - xx ) 


r X d X 

/ y(i-x*)  — 
r t»dx 

J V(  i — xx)  — " 


/7(T^,V=-(^4^,Ty  + 


Mxm+?i)V{i-xx) 


x7,dx 


/XT  d X . t T.  6 * i.  4.  6 v 

VT.  - *Tj—  -{f.V  4s7^-V  + rT7*  )y(*~XX). 

Coroll.  i, 

x* 1 dx 

*ai.  In  genere  ergo  pro  formula  /y  ^ t ^.y» 

fi  ponamus  breuitatis  gratia  ' • • (,*7— : *— I, 

habebimus  hoc  integrale  : 


x-ax 

f Vfc7) =JArc*  fin‘  . . + ^^x«-‘)V(i  -xx) 

Coroll,  2. 

f + 

J2S.  Simili  modo  pro  formula  /777 — ,, 

r y V ( 1 - a:a:) 

fi  ponamus  breuitatis  ergo  ~ *^-^7j  = K,  ha- 
bebimus hoc  integrale : 

Tt  integrale  euanefeat  polito  xzzo. 


Exem- 
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Sr 


123.  Imetiire  integra/e  formulae  f zr-, ' 

^o/tbus  quibus  pro  m numeri  negatiui  ajfumuntur. 

Hic  vtendum  cft  fecunda  redudione  quae  dat: 
xn-'dx  __  xm-'V(i-xx)  m — i xm-'dx 
V(i—xx)  m~  2 ^ m—2*  Y(t-xx) 

yndc  patet  fi  forc  , 

deinde  fi  m~  2 formula  /rvf.-xx)  fada  fubftitu- 
tione  i-^-zs  abit  in  r^i  cuius  integrale  eft 

. , i>  ■+■  V ('-xx) j'  + V(i.»i) 

1 — z — — v [ 1 — x x ) — ^ x » vnde 


d x 

. Jt  V(  1 — XX) 

J xV(i  — 

xx)  — 

l 

X 

r d x 

V(i  — *x)  . 

1 

I 

K 

H 

l 

> 

H 

a xx  'T' 

r dx 

V(  * 

— xx) 

J **  y 1 1 — xx)  — 

♦ 

** — H- 

r Hx 

V(,  — xx) 

J x7  v 1 1 — 

X X)  

• 

*«  -r 

ctc. 

r ix 

_ il 

1 — x x) 

J X XV  [ * 

— x x)  

X 

y.  d X 

_ vi 

1 — XX  ) 

J x*y  1 . 

— XX)  

IX*  "" 

,1— V{ « — x»} 

X 


d x 
1 — ; 
_dx_ 
( > — 
dx 


-xx) 


/ 


dx 


xt  V(  i 


etc. 


J x x V ( . _ xx) 

r d X 

*4  V ( » —xx)' 


Hinc  erit  vt  in  binis  praecedentibus  corollariis 

e c!fL _ 71  t-y!i-xx)_i  /■  1 1 1 1 j.*  . 1 2-4--l'a^~2)  , 

-/J  * ' J^xx  + ,x»  ^"».ix«^'""+3  5 ...(2/-l)a:J’^(l"A,V) 


L 


+ 


2.f...2/a:5'+,‘ 

Scho- 
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Scholion  i. 

114.  Hinc  iam  facile  integralia  formularum 

t* 

fx*~'dx :( 1 — xx)‘  tam  pro  omnibus  numeris  m , quam 
pro  imparibus  p.  afiignari  poterunt.  Reduftiones  autem 

noftrae  generales  ad  hunc  cafum  accommodatae  funt: 

n _L_  » 

m - xm  ( 1 - JJt  ) 

1 .fx^-ix^-xx)-- — w + (lrjrj 

— fxm“dx{l-  XX) 


m 


m 


„ jgW— * ( I - X X ) 

n.  [X^dx{i  -XX)  = — — 

•+-~^/xn''dx  ( 1 -xxf 

III.  [affixit  - jf  xf+x  =—(*  

tn  -+•  p.  —H  a 

H — fx™~'dx{  1 -xx) 

X _ - XW  ( 1 ~ X X ) * 


IV.  fxm—dx{i  - XX)*  — 


m 


--  /X*”1  dx  ( 1 - x x)‘ 


— x"  ( 1 -xx)* 

V.  fxm+'  dx{i-xx)'  =z — £ 

* vi. 
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VI.  fxm~’  dx(  i -xx  ) 


*+  x _ f,-l(t-n)i+l 


m — 2 


-4-  /JfW!“'  **{ «—***)*• 


Pofito  enim  fx~-i  quatuor  poftcriores  dant: 

jrmV(i-xof)  i _xm~'dx 
fxm"dxV( i 


--■+ 


xn~'dx 


ffl  + i iw+i  V(i-arx) 
'dx 


JV{z-xxy-~Y(i-xx)~(m  Y(i.-xx) 
xm^'dx  _ xm  xm~'dx 

f ■*/  ( . ..  vy\*  W t _ *■  ^ J \ 


V(i-xx)'  V(i  - jf  Jf)  JV(i-xx) 

x^Vit-xx)  x 

fxm—'dxY(  z —xx)— — i — +•  zz 


„«-1 


m-  2 


rn-i^Yi  i-xxj 


Tnde  integrationes  pro  cafibus  p.=rxjet  p. — — 9 
eliciuntur , indeque  porro  reliqui. 


Scholion  2. 

125.  Pro  aliis  formulis  irrationalibus  magii 
complicatis  vix  regulas  dare  licet , quibus  ad  for- 
mam fimpliciorem  reduci  queant:  et  quoties  eiusmodi 
formulae  occurrant , redu&io  , fi  quam  admittunt 
plerumque  fponte  le  offert.  Veluti  fi  formula  fue- 
P dx 

rit  huiusmodi  /q^t  fiuc  n fit  numerus  integer 

fiue  fradus , femper  ad  aliam  huius  formae  /q»  > 

quae  vtique  fimplicior  aeftimatur  reduci  poteft.  Cum 
n L a enim 
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. . r.  j K QdR-nRdQ_  „ ,P dx 
enim  fit  d.—-  — pofito/— 

R P</* 
ent,-h— :=/ 


Q/R-»R</(£ 


=J'  » 


Iam  de- 


finiatur R ita  vt  ?dx-\-QdR  - nRdQ  per  Q fiat 
diuifibile,  vel  quia  Q//R  iam  fa&orcm  habet  <^,vc 
fiat  Fdx—nRdQ-zzQTdx  , proaibitque 


, R dR-\-T  d x 

— j Q»  i feu 

rVdx R _ rdR-\-Tdx 

J Qn-t-.  — Q»  +/  Q»  ~ 

at  femper  funftionem  R ita  definire  licet  , vt 
P^/at-hR^Q  fattorem  Q obtineat,  quod  etfi  in  gene- 
re praedari  nequit , tamen  rem  in  exemplis  tentan- 
do  mox  perfpicietur  negotium  femper  iuccedcre. 
Aflumo  autem  hic  P et  Q effe  funftiones  integras , 
ac  talis  quoque  femper  pro  R erui  poterit.  Si  for- 
te eueniat , vt  ^R-+-T</at~  o , formula  propofita 
algebraicum  habebit  integrale,  quod  hoc  modo  repe- 
xietur ; contra  autem  haec  forma  vlterius  reduci 
poterit  in  alias  , vbi  denominatoris  exponens  con- 
tinuo vnitate  diminuatur  $ ac  fi  n fit  numerus  in- 
teger negotium  tandem  reducitur  ad  huiusmodi  for- 
mam , quae  fine  dubio  eft  fimpliciflima.  Quam- 
obrem  cum  in  hoc  capite  vix  quicquam  amplius 
proferri  poflit  ad  integrationem  formularum  irra- 
tionalium iuuandam,  methodum  easdem  integrationes 
per  feries  infinitas  perficiendi  exponamus. 


Ad- 
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ADDITA  MENTVM. 

Problema. 

Propofita  formula  dy  ~ (x4-V ( i -ft-xx))*dx 
inuenire  eius  integrate. 

Solutio. 

Pofito  x-i-V (i -hxx)zzu  , fit  , 

et  dx~— Tj— J-)  vnde  formula  noftra  dy~\iF*du{uu+ i), 

un~' 

ideoque  eius  integrale y=  — r-+- \-4-Conft. 

2\n-f  1 ) 

quod  ergo  femper  eft  algebraicum  nifi  fit  \cl  n = z 
Tei  »=—  i.  • ' 

• * 

C o r o 1 1.  i. 

Patet  etiam  hanc  formam  latius  patentem 
djr~(x -{-V(  i xx))nXdx  hoc  modo  integrari 
pofle,  dummodo  X fuerit  fundtio  rationalis  ipfiusr. 
Pofito  enim  xzz:u~f  pro  X prodit  fundtio  rationalis 
ipfius  u quae  fit  "U,hintque  fit  dyzl\Jun~* du(uu+  i ), 
quae  formula  vel  eft  rationalis  , fi  n fit  numerus 
integer  , vel  ad  rationalitatem  facile  reducitur  , fi  n 
fit  numerus  fraiftus. 

C o r o 1 L . 2. 

Cum  fit  V(i  4-arA')^:15^ ; pofito  V(i+.r.r):rc, 
etiam  haec  formula  dy~(x-\-  Y(  i -hxx))nXdx 
integrabitur , fi  X fuerit  fun&io  rationalis  quaecun- 
que quantitatum  x et  v.  Fado  enim  x—^~f 

L 3 functio 
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fun<ftio  X abit  in  fun&ionem  rationalem  ipfius  u f 
qua  pofita  mU  habebitur  vt  ante  dy^l\Jun~*du(uu+ 1 ). 

Exemplum. 

Propofita  fit  formula 

dyz=.\ax->t~bV{i  V(i  +4rjf))V*. 

Pofito  fit 

dy=C + i ) 

feu  dy=’un-,du(a(u  - i )~\-b[u-\-  iuu-\- 1 )) , 
«ujus  integrale  eft : 

y - Tri^-T)^'  ■+•  4 «*-+-  Tfirriy  ’ -f-  Conft. 
quae  eft  algebraica  nili  (it  vel  n~i , vel  » — -a  , 
vel  etiam  0=0. 


CAPVT  m. 
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DE  INTEGRATIONE  FORMVLA- 

RVM  DIFFERENTIALIVM  PER  SERIES 
INFINITAS. 


Problema  12. 

125. 

Si  X fuerit  fundio  rationalis  frada  ipfius  x , for- 
mulae differentialis  dy~Xdx  integralc  per  fe- 
riem  infinitam  exhibere. 

Solutio. 

Cum  X fit  fundio  rationalis  frada  , eius  ▼*- 
lor  femper  ita  euolui  potelt  , \t  fiat 

X=Axm  + Dx^"+  Exm+^etc* 

Ybi  coefficientes  A , B , C etc.  feriem  recurrentem 
confiituent , ex  denominatore  fradionis  determinan- 
dam. Multiplicentur  ergo  finguli  termini  per  dxt 
et  integrentur  , quo  fodo  integrale  y per  fequentem 
feriem  exprimetur 

3~  ~*T+T + V^+T  + «T»+T'  + + Conlt 

Ybi  fi  in  ferie  pro  X occurrat  huiusmodi  termi- 
nus i inde  in  integrale  ingredietur  terminus  M Ix. 

• Scholioa. 
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S c h o 1 i o n. 

127.  Cum  integrale  fXdx , nifi  fit  algebrai- 
cum  , per  logarithmos  et  angulos  exprimatur  , hinc 
■valores  logarithmorum  et  angulorum  per  feries  infi- 
nitas exhiberi  poffunt.  Cuiusmodi  feries  cum  iam 
in  Introdu&ione  plures  fint  traditae, non  folum  eae- 
dem , fed  etiam  infinitae  aliae  hic  per  integrationem 
erui  poffiint.  Hoc  exemplis  dcclarafle  iuuabit , vbi 
potiflimum  eiusmodi  formulas  euoluemus,  in  quibus 
denominator  eft  binomium  , tum  vero  etiam  cafus 
aliquot  denominatore  trinomio  "vel  multinomio  prae- 
ditos contemplabimur.  Imprimis  autem  eiusmodi 
eligemus  , quibus  fradtio  in  aliam  , cuius  denomina- 
tor eft  binomius  , transmutari  poteft. 

Exemplum  1. 

128.  Formulam  differ entialcm  ~~x  per  feriem 
integrare. 

Sit  y—f~rx  erit  j=:/(fl-f-2:)-f-Conft.  vnde 
integrali  ita  determinato,  vt  euanefeat  polito  x~o, 
erit  j—Ka-\-x')—la.  Iam  cum  fit 

I t X_  . XJC  X* X* 

a-t-x  — a e*  '1  a’  a*  I a*~  etC. 

erit  eadem  lege  integrale  definiendo : 

* ac*  . x*  x*  xs 

J — a~  — ete. 

Tndc  colligimus,  \ti  quidem  iam  confiat: 

J{a-i-x)—la -i- etc. 

Coroll.  x. 
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G o r o 1 i.  r. 

129.  Si  capiamus  x negatiuum,  vt  fit^rj^*, 
eodem  modo  patebit  efle  : 

it'  • \ I x X*  X * 

a 2 a*  * a*  — 4 a4  “ " CtC* 

hisque  combinandis: 

Kaa-xx)zza/a-^—^~0r--£--etc.  et 

jO  -t-X  IX  1 ll  3 X*  . I x7 

*a  — x — a *+“  , ai  ~f-  j aj  -+-  — f -p-  etC. 

C o r o 1 1.  2. 

130.  Hae  pofteriores  feries  eruuntur  per  inte- 
grationem formularum 

— ixdx  _ 1 f 1 , a*  . «♦  , . 

.00  — x*  — 2 x (1 X [a  Q H-04  -+-  a«-  -f-  ctc. ) et 

Eft  autem  ff££^zl(aa-xx)-laa  et  /r^T*=^, 
ita  vt  iam  his  formulis  per  feries  integrandis  fu  per- 
fodere poflimus. 

Exemplum  2. » 

131.  Formulam  differentialem  ac  + xx  per  feriem 
integrare. 


Sit  <y=rs"^-xl » et  cum  fit  j-crArc  tang.*, 
idem  angulus  ferie  infinita  exprimetur.  Quia  enim 
habemus : . 


° . I _ 1 x *♦  x«_  a» 

<1  a-+-  xx  a ~a*  'i- a5  ""a7  *i  o* 

erit  integrando  : . . _ 

Arc.  tang.*-  =r  *--  ^ 


etc. 


M 


1 xr 

T*7  H“  etC’ 

Exem- 
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d x 


x d a 


Exemplum  5. 

131.  Integralia  harum  formularum  et  - 
per  feries  exprimere. 

Cum  fit  7^«  — 1 — xt  + x*-x*  -t-a^-etc.  erit 
— x - 1 x*  -f- ; x7  - is  x'*  -4-  ijx'1 — etc.  et 

I “T"  A 

f^r  - ix'  - \x'  •+-  Ix-i-.x'1  -4-ltx"-  etc. 

Verum  per  §.  77.  habemus  per  logarithmos  et  an- 
gulos: 

/nih*=W(*  -+’X)-ico£*lV(i-ixcof*-\-xx) 

. . xfin.^ 

-4-ifin.rArc.OBg.— c-sy- 

fr+£i  — -»/(i  -H*)— icoC,*/»/(i-4rcofir-+-rr) 


■Ifin.^Arc.taug.' 


rfm.J 


1 -jrcof.  J', 

At  eft  co C7=5f  eof7=-ijfin.y=V»fin.7=V» 
vnde  fit 

/r4r TT  — {/(1  +*)-i/V(x  -x+xjj+^Arc.tang.f^* 

1 -x+arxj+y1,  Arc.tang.^ 

integralibus  vt  feriebus  ita  fumtis , vt  euanefeant 
pofito  xzzo. 

C o r o 1 1.  u 

133.  His  igitur  feriebus  additis  prodit 
yi  Arc.  tang.  =z  x -+-  i x x - i x4  - i x*  4-  i xf  -+- 1 x'i 

rw*W-n*"4-ctc. 

fub- 
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fubtra&a  autem  pofteriori  a priori  fit 

vi  > — «-+.**; — x-%x  ~iX  "r"  »■*  tb* 

4-t,t*,‘  etc. 

cuius  valor  etiam  eft 

C o r o 1 1.  2. 

134.  Cum  fit  x 4-*’)  erit  eodem 

modo 

i /( 1 + x')  zz } x1- * x* + \x*  - /i  x '*  -f-  etc. 

<jua  ferie  illis  adie&a  omnes  poftetates  ipfius  x oc- 
current. 

Exemplum  4. 

135.  Integrale  bcc  j—f( ' per  feriem 

exprimere. 

Cum  fit  - 4-*^—  * ~x*+  x* -jr^  + ar"  -etc.  erit 
t=rx-»-^,-,'j:*-|/+jA*+I,I1*:,,-^jf,,-I'ia:,,+etc. 
Verum  per  §.  8».  vbi  mzzi  et  nzz 4,  pofito 
fit  integrale  idem : 

y z fio. u Arc.  tang.  + fin.  $ u Arc  tang.  rzT&Ti 

at  ob  fzzuzz 450,  eft  fin.u-T", ; cof.uz^;  fin  3uzyii 
cof.  3 w — habebimus : 

y = h Arc-  tanS-  vrrr  4-  71  Arc.  tang  77^ 

= Arc.  tang.  ^r;- 

M a Excm 
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Exemplum  5. 

136.  Integra! e hoc  y *-  per  ferient 

exprimere. 

Cum  fit  -•**+*'*-* *+***~etc.  erit 

y = x + i x* - 'fxT  - hx " ' + ^ x‘ ' + TV  *"  - etc. 

At  per  §.  82.  \bi  mzz  i , n~  6,  ct  (0  = 7 — 30*  eft 
J-\ fin. u Arc.  tang. + \ fin.  3 u Arc.  tang. 

-4- 1 fin.  5 co  Arc.  tang.  rzrJj.% 

eft  vero  fin.  co=  i ; cof  co  = ** ; fin.  3 <0  = 1 ; cof.  3 to  = o i 
fin.  5 u rr  * ; cof.  5 (0  = — V,J  ergo 

y - i Arc.  tang.  2~ZTTi  + \ Arc.  tang.  x + i Arc.  tang.  tz^xT, 
feu 

Arc.  tang.  ^ f | Arc.  tang. xz}  Arc.  tang.  7^—». 

- Coroll.  1. 

137.  Sit  * n i x*  - 5 X* + T’,  x - s^x” + etc 
at  finfto  x'=u  eft  s = ^/7^77  = i Arc.  tang.  u 
zz  \ Arc.  tang.  x\ 

Hinc  feries  huiusmodi  mixta  formatur : 

cuius  fumma  eft  J Arc.  tang.  + " Arc.  tang.  x\ 

C o r o 1 1.  2. 

138.  Si  hic  capiatur  « = — 1,  binos  angulos  in 
vnum  colligendo  fit  ^Arc.  tang^-g^g:  -2Arc.tang.x* 
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— i Arc.  tang.  ]^rr*^T^=Tx*-  fwftio  per 

x-A\vf  a*  diuidendo  reducitur  ad  p—  t~j~,  quae  eft  tang. 
tripli  anguli  x pro  tangente  habentis , ita  vt  fit 

4 Arc.  tang  T^TTi  — Arc.  tang.  x , quod  idem  feries 
inuenta  nunifefto  indicat. 


Exemplum  6. 


(x»-  + ,v"**-']dx 
139.  Hanc  formulam  dy  — 1+^ » 

per  feriem  integrare. 

1 

Ob  + ar^-ete.  habebitur 

1 +* 


- jn 


~n— m 


X 


m-f-rt 


— m 


X 

V — — —4—  : ■ “ -t-  1 " 4-  ■ -4- 

vi  n -m  n-Ym  zn-m  zn\m  $n-m 


—et c. 


Haec  ergo  feries  per  §.  82.  aggregatum  aliquot  ar- 
cuum circularium  exprimit , quos  ibi  videre  licet. 


Corollarium. 

rxm~,-xn'm',)dx 

140.  Eodem  propofita  formula  dz~ — 


ob  rr  1 -t-A-"-!- *”H-etc.  inuenitur : 

I _ X 

m 1 R1  y 3 H— m y?  -f-Tt  71—771 


. , + etc. 

m n-m  n + m in-  m m+m  3 n—m 


+ 


cuius  valor  §.  84.  eft  exhibitus. 

M 3 


Exem- 
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• t x ) d a 


per 


Exemplum  7. 

141.  Hanc  formulam  dy  — T: 
feriem  integrare. 

Primo  integrate  eft  manifefto  y~l[  x + x + xx)  ; 
▼t  autem  in  feriem  conuertatur  , multiplicetur 
numerator  et  denominator  per  x — x , vt  fiat 

*y  — \-zrji . Cum  nunc  fit  i + * 

-h  etc.  erit  integrando: 

J—X-hj--, — hT4-7-  — +~  yH — 7 - 7-  + Gtc. 


C o r o 1 1.  1. 


144.  Eodem  modo  in.ueniri  poteft  jc^i+ar+^ar+Ar*) 
per  feriem.  Cum  enim  fiat  j~\-l[  i — x)— J[i  — x4)y 

erit 


v , **  1**1  **  I *»  *T  , *•  . x»  , x*a  , . 

jf-x+j  + r+7  +7  +7  +.~ +»- +rr + etc. 


x 


fiuc 


* 


J—  •*+»  +r+~r  + ; ir'+r"+7-+7“+ etc* 


C o r o 1 1.  2. 

143.  At  fra&io  x per  feriem  recur- 

rentem euoluta  dat 

x +x- zxx+x’ +x*-nx'-i-x4+x’-2x*+ctc. 
rnde  per  integrationem  eadem  feries  obtinetur,  quae 
ante. 

Exem 


\ 
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, Exemplum  8. 

I44-.  Hanc  formulam  d y=r=rrzJtr+*i  per 
fetiem  integrare. 

Per  $.  54.  \bi  Arx,  Bro,  ari,  et  b-x  eft  hu- 
ius formulae  integrale  y —]itr  Arc  ta°S-  T- xlfa-  At 
per  feriem  recurrentem  reperimus 

Y—Z5f.l±Zx- 1 + iXCO%+Ucotf- 1 )xx-\r{Sco(?-4Co(%)x’ 
4-  ( 1 6 cof  4*- 1 2 cof.  £+ 1 )x*+ (3  a cof.  4‘-  3 a cof.  4* 
4-tfcof  4)*' 4- etc. 

qua  ferie  per  dx  multiplicata  et  integrata  obtinetur 
quaefitum.  Potefiatibus  autem  ipfius  cof.  4 in  cofinui 
angulorum  multiplorum  conuerfis  reperitur ; 

jzx+ixx{  a cof  4H4**( 4 cof.  24-1- 1 }-K*4(  a cof  3 44-2  cof  4 ) 
4-i*’(  2 cof  44-+-2  cof.  24+ 1 )4i*\*  cof  54+acof.34 
4- 2 cof  4)  etc. 

Coro  11.  t. 

145.  Si  ponatur  dzz^^~^~~x  erit  per 
($.63.)  A=i  , Brr~cof  4,  a — 1 et  brzi  ideoque 

«= -cof.  4^(1  -axcof4H-JfJf)H-fin.4Arc.tang.777|^ 

at  per  feriem  ob  7=7^4^«  - * 4- * cof.  44- cof.  2 4 
4-  x’ cof.  3 4 “4" *4cof 4 4 "+~ etc-  fit  *=*+»**cof4 
4-  ;*'cof.  a 4 4-  i ar4cof  3 4 4-  \ X*  cof.  44  4-  etc. 

C o r o 1 1.  2. 

14^’  At  quia  dz — , 3 * «>/.£  4*  * * erit 

zz.-to(ZlV  [t  - ax«£4+^^)4-fifl-4VVrr?^rr^* 

Hinc 


96 


C A P V T III. 


Hinc  ergo  pro  y a n alia  rcperitur  fe- 
ries infinita  cum  logarithmo  connexa  , fcilicet 

J —jit  cof  ^ 4-  x x [x+l  ararcof  £ 

*+*  i A^cof.  2 £ -t-  i A-*cof  3 \ 4-etc. ) 

Problema  12. 

14.7.  Formularii  differcntialem  irrationalem 
«7  — A:’,,',</A'(fl+iarn)*  per  feriem  infinitam  integrare. 

Solutio. 

t n 

Sit  a»  =: c , erit  (//rrr .r™“ 1 ( i + b- x" )»“,  vbi 

quidem  aflumimus  c non  efle  quantitatem  imagina- 
riam. Cum  igitur  fit 

t . 

( I -h-x”)’  - 1 -4-  JLt  .... 

v 0 ' * *•«  i ».2v.oa  ~i».  jy.jy.  a*  “* 

erit  integrando : 


y — c(. 


m 


4 


Y-h  xn+n  jx_(  p.-p)bb  xn+" 
y.  a m-\-n  1y.2y.aa  tn  + zn 


fxf  p.-y)({ji-  i.v)b*  x™-*-"1 


+ etc.) 


1 y.  2 v.  3 v.  a »7+3» 

quae  feries  in  infinitum  excurrit , nifi  fit  nume- 
rus integer  pofitiuus. 

Sin  autem  cafu,  quo  v numerus  par,  a fuerit  quan- 
titas negatipa , exprelfio  noftra  ita  cft  repraefentanda, 

d?=x  -v*  (»*•-«;-=:*?  ,*+V-,/r(  1 -•  r-jr. 

Cum 
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Cum  igitur  fit 

(i-f  = i - , 

<»■  i».  6»  k.  i».  7».  4*  * 'r<rc* 

erit  integrando 


J = b'{ 


‘i** » fjifl  vr  . ; 


»7y+p.«  IK.i»  W y + ( p.  — y j fl 

, V-(l*-y)a  vx  ^ » 

iv.iv.b*  »K+{(Z-ax>i  "etc<) 

Si  fl  et  i fint  numeri  pofitiui  , -vtraque  euolutione 
Tti  licet. 

Exemplum  i. 

148.  Foma/flw  dy-?T^-- , ^ ferim  in. 

tegrart. 

Primo  ex  fuperioribus  patet  efle  >=r  Arc.fm.x 
qui  ergo  angulus  etiam  per  ieriem  infinitam  expri- 
metur. Cum  enim  fit 

y(  .-**)—  n-i*1  4-irr*^  -KTTiT,*  4-etc. 

erit 

V — XA-'  — _i_—  ^-l  l'1’1  X1  i r **  . 

J •*  * • i ^».4.«  • , ■+'J.4.«.«*7  +etc. 

\troque  valore  ita-  definito,  vt  euanefcat  pofito  x—o. 

C o r o 1 1.  i. 

*4 p.  Si  ergo  fit  *=:i  , ob  Arc.fin.i~1  erit 

* T . I — - I **  1 I *■  » i . 1.1.  5.  » 

"™  , *'  * * >•♦.»  • 3.4'  5.  7 I ' 2.  4.  f > l.|  “ 1 etC. 


N 


At 
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:T  erit 


d X 


At  fi  ponatur  \ ob  Arc.fin.J — 3° 

u*.s. ,»77"+"i.  ..e.T  19. » '+'ctc‘ 

cuius  feriei  decem  termini  additi  dant  o,52359877 
cuius  fextuplum  3,i+i59*^  «ntum  in  oAaua 
figura  a Veritate  difcrepat. 

C o r o 1 1.  2. 

150.  Propoli  ta  hac  formula  dy  — vix  - **), 

polito  x — uu  fit  dy — V(  u»  — 5*1— s 
/=»Are.fin.«=*Are.fiii.V*,  tum  vero  per  fc- 

riem  erit 

,=*(«  + 

Exemplum  2. 

tji.  Famulam  dy=dxV(eax-%x)  far  fe- 
riem  integrare. 

Pofito  x—uu  fit  djzzzuuduV (*a— uu) : at 
per  redu&ionem  I.  (§•  118. ) eft  »^25  m — 1 « 
aa;  bzz-i  ; p.=^i.;  v = 2 vnde 

fvMduV(ia-uu)=-lu{2a-uuy+lafdttV{%a-uu\ 

et  per  tertiam,  fumendo  mzz.  1 , flizaa,  bz=.-i, 

»=a  » > */=2  fit  dtt 

at  eft 


/yr^^=Arc,fio'^=Arc,fin'^  ’ 


ideoque 


* Digitized  by  Google 


ideoque 

fuuduV  {o.a-uu)--lu(  ia-uitf-y  Ja«V(2a-tt«>+^7flArc.fin.^L 
— ^a(«H-a)V(afl-tm)-+-JaaArc.fin.777. 

Ergo  y “ ^t-a)V  ( zax.-xx)  -+-  oaArc.  fin.^. 

Pro  ferie  autem  inutnienda  eft dyzdxV  2ax(i -—)* 

=*’</*( ■ -i-  r.  - irr-Tif  - rri-^r- «<• ) * * • 

hineque  integrando : 


i.i  2 x 


! 1 2X'  I.I  2 JC’  I.I.3  2 2:’  / 

(',x'-  — r-i-etc.)V2j 

J VI  25.2  a 2.47.4 aa  2.4.69.80 

feii 


(X  T »*  X 


I.  I.  1 

ofl“i.4.«  * JTTa^ 


— etc.)  2V zax. 


Coro  11.  1. 

• ' ■ , 

152.  Integrale  facilius  inueniri  poteft  ponendo 

xzz: a- v \nde  fit  dy=.  — dvV [aa-vv) , et  per 
reduftionem  tertiam 

fdv V (aa—v v )i^  1 v V (a a — v v)-4 ^oof y ( „ a — v t>  j > hinc 
j— C— (aa-vv)— \aa Arc.fin.^  feu 
y =;  C- \(a-x)V  ( 2 a*-**)- \a«  Arc-fin.—5 

Tt  igitur  fiat  y — o pofito  a:  = o , capi  debet 
C — ItfflArc.fin.i  , ita  vt  fit 

^ rn  - 1 { a - x ) V ( 2 a .v  - .v  .r  ) -+- 1 a A r c . cof-  L~je. 

Eft  vero  Arc.  fui.^^rr  l Arc.cof.~s-5* 

N 2 Coroll.  2. 
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+ 


irai 


€ 9 


i.t 

' «•  4.  7.  * 


— U U * - V 

* S.  4*  6m  9»  2f  *™"CtC.  ) 


Coro  11.  2. 

153*  Si  ponamus  or  = “ fit  jrz~a"Vj 
feries  autem  dat 

y=  a<7a(h- imy 

vnde  colligitur 

7T '-jLt  | < ( ‘ - *•  ’ ••  M.  . » 

" * ^ » * *•*•»’  i»  ♦.  fi,5,  j<  — etc.  j 

at  per  fuperiorem  eft 

* = 3 ( 1 -f*  trp  “f“  l r.T.‘,+  4-  £ *;/.  f;7 
ex  quarum  combinatione  plures  aliae  formari  pofliint. 

Exemplum  3. 

15+.  dy=WT^iT)  , per  ferient  in- 

tegrare. 

Integrale  eft  y=/(x  + V(  i -*-**) ) , ita  fum- 
tum  vt  euanefeat  pofito  jc~o.  At  ob  

— 1 t*  “i- *.  ♦•*  rzr  x -t-ete.  erit  idem  integra- 
le per  feriem  expreflum : 

•f  — *• « 4~ 1 ? '4~ etc. 

Exemplum  4. 

i55.  Formulam  dy=?^7j  per  feriem  inte- 
grare. 

Integratio  dat_y— /(x-f-V(x.r—  x ))  quod  euane- 
fcit^ pofito  x=x.  Iam  ob  ^^=44-^!^ 
■4- etc-  er>t  idem  integrale: 

t — '-'*-1*  ..u*  »M,.  -TTTTS-etc. 

quod 
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quod  Tt  euanelcat  pofito  x^zi  , conflans  ita  defini- 
tur t Tt  fiat : 

bl(  + ctc 

C o r o 1 1. 

t$6  Pofito  x=i-hu  fit  dyzz  yfnrinnn 

yTi' 1 ^ *>  -Tnl^w+r.TTi^T*  r*1/ 
Ynde  integrando  habebitur: 


ita  . 132« 


2 2.3  2.4.  5.4  2.4.5  7.8 


1.3.5  2«  , . - 

J J — -p-etc. ) feu 


+ 


1.  I.  MU  I.  T»  5«  tt 
t*  4*  5*  4 2.  4. 


XtH- etc.)  V *u. 


Exemplum  5. 

dx 


157.  Formulam  d j — 
ugrare. 

Per  integrationem  fitjzz 


(i-xj'* 


per  ferirn  in- 


, _ , , (1  - ar)- 

fecto  y~o  fi  ar=ro  , feu  y~' — 

▼ero  per  feriem  eft 


(n- 1 )( 1 -ar)"-'  n- i’ 
— . Iam 


nf  n-f-  0 t 


«-I 

. *-*•  »)(«-*-») 
.1'  2.  J 


ar*+etc.) 


4y—dx{i+nx  4 

Ynde  idem  integrale  ita  exprimetur : 

' _ „ , «Jg  , «I»-*-')»1  , «("-f-Oli  + i)»4  , ptr 

*'“-**”  9 » 1.  2>  J,  » 1.  4»  J.  4 * ClC« 


Hinc  autem  quoque  manifolio  fit  (»-  x \y+ x 1_JC~pS* 
N 3 Scholion. 
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Scholion. 

158.  Haec  autem  cum  fint  nimis  obcia , quam 
Tt  iis  fufius  inhaerere  fit  opus , aliam  methodum 
feries  eliciendi  exponam  magis  abfconditam , quae 
faepe  in  Analyfi  eximium  vfum  afferre  poteft. 

Problema  13. 

159.  Propofita  formula  differentiali  dy~ 

M-  _ j 

xm~'dx(a-+-bxn )»  eius  i ntegrale,  altera  methodo 
in  feriem  conuertere. 

Solutio. 

Ponatur  y z , erit 

dy—  (a~\~bxny  1 (dz(a-{-  bxn)-i-~Lbxn~'zdx) 
Tnde  fit 

xm~'dx=dz(a~{-bxn)^-^Lbxn~'zdx 
fcu  vxm~'dx—ydz(a-+~bxn)-t-nn.bxn~‘zdx. 

lam  antequam  feriem  , qua  valor  ipfius  z definia- 
tur , iuueftigemus  , notandum  eft  cafu  , quo  x eua- 

, — — X t 

nefcit , neri  dyzza'  xm~'d xzza?  dz  , Yt  fit 

dz'^laxm~t dx.  Statuamus  ergo: 

z~Axn  -+-  C-rTB ■*"  * *-f-  Dr"  ■+■  * etc.  • 

eritque 

*l-mA  x’"—  (OT+a^Cx^^+etc. 

Subftituantur  hae  feries  loco  z et  ~~  in  aequatione 
Tf  (a  -i- bxn)  -+-  «p. bxn~'z  - vxm~'  — o 

fin- 
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fingulisque  terminis  fecundum  poteftates  ipfius  x di- 
fpofitis  orietur  ifta  aequatio : 

myaAxm-,Mm+n)va^xm-hn^+(m+in)vaCx1,'^n-t  4 eto) 

— y ^-mvb  A -4-(»+»yM5  \ ° 

-^n[kbK  -hrp-fcB  J 

Tnde  fingulis  terminis  nihilo  aequalibus  pofitis , 
coefficientcs  fifti  per  fequentes  formulas  definientur  : 
mva  A— v — o hinc  A — 

, , . „ u * 

(m~{~n)vaB  ~\-{mv-\~n\y.)b  A — ° i •*3  — “ (m-+-nj*3  A 
(m  + 2 n)vaC  -\r{(  w*  4 n)  ^4* n(J-,oB_o  -15 

„ -p.  ((m-+-»yr+-nn)6p 

(m  4 3«;vaD  + (( m 4 2 n)v  4 n\y.)bC~o  jU_-  tm-»-in)*a 
ficque  quilibet  coefficiens  facile  ex  praecedente  re- 
peritur.  Tum  vero  erit 

y=z(a  + bx*?-(  A ^+B^+Cx’"+*-4-Dxm-<-"4  etc.) 

Solutio  2. 

Quemadmodum  hic  leriem  fecundum  potefta- 
tes  ipfius  x afeendentim  affumfimus  , ita  etiam  de- 
fcendentem  conftituere  licet : 

2-A^  + B -4-  Ccm-'B  -4-  D etc. 

vt  fit 

(OT  «>Aa;m'B"4fw  -2«)BA-’B':"',4(»-3»)Cj:,n'M‘'  etc. 
quibus  feriebus  fubftitutis  prodit 

4 n^A  +{m-zn)vb B 

- y 4-«[J.iB 


• N 


.«n-jn-t 


+‘lm-3n)vbC  +(m-+ri)vbD 
+ nvy.bC  . 4-  » H-  b D 

•Hinc 


1 

^o. 

i 
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Hinc  ergo  fequenti  modo  litterae  A , B , C , etc. 
determinantur  : 

( m-n)vbk+nv.b\-v=o  ergo  A^-^^y^.j 

\m-n)va A+fOT-2«)^B+»^B=o,  B= 

{m-in)vaT$ H^^bC+n^bC-o,  B 

(m  - 3 «yVtf C f ;w  4«)y^D i wpiDro , p— ^±L-.^ . 

vbi  iterum  lex  progreflionis  harum  litterarum  eft 
manifcfta. 


Coro  11.  i. 

itfo.  Prior  feries  ideo  eft  memorabilis,  quod 
cafibus,  quibus  (m-t-in)  v-h  «p.  — o , feu 
abrumpitur  , atque  ipfum  integrale  algebraicum  ex- 
hibet. Poftcrior  vero  abrumpitur,  quoties  m - in  — r> 
feu  - —i  , denotante  / numerum  integrum  pofltiuum. 


C o r o 1 1.  2. 


i5i.  Vtraque  vero  feries  etiam  incommodo 
quodam  laborat  , quod  non  femper  in  vfum  vocari 
poteft.  Quando  enim  vel  m~o,  vel  w-M»=0,  priori 
vti  non  licet,  quando  vero  (w-x»)v-f-»p.-0  , 

feu  ?-hJr=*  vfus  pofterioris  tollitur,  quia  termini 
fierent  infiniti. 

Coroll.  2. 

1 62.  Hoc  vero  commode  vfu  venit , vt  quo- 
ties altera  applicari  nequit , altera  certo  in  vfum 
vocan  poflit , fis  tantum  cafibus  exceptis , quibus 
et  et  funt  numeri  integri  pofitiui.  Quia 

autem 
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autem  tum  eft  v~  1 , hi  cafus  funt  rationahs  inte- 
gri , nihilque  difficultatis  habent.  ' 

C o r o 1 1.  4. 

' 163.  Poflunt  etiam  ambae  feries  fimul  pro  s 
coniungi  hoc  modo:  Sit  prior  feries  — P,  pofterior 
vero  —Q_,  vt  capi  poffit  tam  z~ P,  quam  z — Q. 
Binis  autem  coniungendis  erit  z~ «P-l-PQ.  dum- 
modo fit  a p—  1. 

•*  , r ( • 

Scholion. 

164..  Inde  autem,  quod  duas  feries  pro  z ex- 
hibemus , minime  fequitur  , has  duas  feries  inter  fe 
efle  aequales , neque  enim  nccetTe  eft  , vt  valores 
ipfius  y inde  orti  fiant  aequales  , dummodo  quanti- 
tate conflante  a fe  inuicem  differant.  Ita  fi  prior 
feries  inuenta  per  P,  potlerior  per  Q indicetur,  quia 

‘ Hl 

ex  illa  fit/^C/x  + ^Ar*)*  P,  ex  hac  vero y~(a  + bx,'y  Q, 

fi 

certo  erit  (P-QJ  quantitas  conflans,  ideo- 

• _t 

que  P-Q^Cta-f-i*")  ’ . Vtraque  fcilicet  feries 
tantum  integrale  particulare  praebet , quoniam  nul- 
lam conflantem  inuoluit,  quae  non  iam  in  formula 
differentiali  contineatur.  Interim  tamen  eadem  me- 
thodo etiam  valor  completus  pro  z erui  poteft : 
praeter  feriem  enim  affumtam  P vel  Q flatui  poteft: 

z = P •+■  a -4-  p a*  -i-  y x,n  $ x,n  4-  e a4"  etc. 

O ac 
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ac  fubftitutione  faifta  feries  P vt  ante  definitur  , pro 
altera  vero  noua  ferie  efficiendum  eft  , vt  fit 

n v a(3  xn"  + a n v a y x'*’1  + 3 n v a $ x3*’1  + 4 n vazx**"-\ 
•±np.btt nvb[ 3 +2  nvby  +3  nvbS  (-0 

+ ny.b$  j 


vnde  ducuntur  hae  determinationes : 


P = 


» • — ita  *P»  0 — , 


— < HS-  , »)> 

6 4»« 


Yi 
.<£  etc. 

ita  vt  prodeat 

feu  * = P4-a(i -+-|x“)  , hincque 


t M- 

y — P(a-\-b:Py  -fac*' 

quod  eft  integrale  completum  quia  conftans  et  maa- 
fit  arbitraria. 

Exemplum  i. 

Formulam  d 7—ij\—XX)  ^ /*r 

Jeriem  integrare. 

Comparatione  cum  forma  generali  inftituta , fit 
ff~  1 , b — —iy  m~  1,  n— a,  [jlzz  1 t y~2  r 
vnde  pofito  ^zraV(i-arjf)  prima  folutio 

Aa:-i-Bx*-t-CJr5-f-Dar, -f- etc.  praebetj 
A- J ; B=iA,-  C=JB;  D^JC;  E=JDetc. 
vnde  colligimus : 

7 = ( x * ** ■+"  i7« **' *+■  i^r, x’  -+•  etc. ) V ( 1 - x x ) 

quod 
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quod  integrale  euanefcit  pofito  jrrro  , cft  ergo 
yzz  Arc.fin.j:.  Altera  methodus  hic  ffuftra  tentatur, 
ob  ■+*  = «. 

C o r o 1 1.  i. 


1 66.  Pofito  x—i  videtur  hinc  fieri 
ob  V(i -jr.r ).=  o at  perpendendum  eft  , fieri  hoc 
cafu  feriei  infinitae  fummam  infinitam  , ita  vt  ni- 
hil obftet , quo  minus  fit  y—f.  Si  ponamus  *z:i , 
fit  j'—  300— 7,  ideoque 


V - / _ , t » *•  ♦ . «.  4»  6 , . \ 

■ — ( 1 -+"  T.  -+•  "I-  ,7777^*  etc- ) 


* * 


C o r o 1 1.  2. 

n?7.  Simili  modo  propofita  formula  </yr-y(f  fyq 
reperitur : 

j=(jf-3*,-4-H*,-£z7*F+etc.)V(H-xx) 
eftque  yzzl[x-\-  V(x  -i-xx)). 


Exemplum  2. 

id8.  Formulam  d y — JiJtJtxI  m°d°  P*r 
feriem  integrare. 

Eft  ergo  m— o , n~  2 , fx=  i , v—  2,  a—  1 , 
et  brz  — \ , vtendum  igitur  eft  altera  ferie  fumendo 

zryrf—jp  A Bjc~  4-hC*—  6D*—  ‘4-etc. 

fitque 

A=i  ; B=\\  i C=:,B;  D:=$C;  etc. 

Hinc  ergo  colligimus: 

Q a At 


/ 
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At  integratio  praebet  y—l' — qui  valorce 
conueniunt,  quia  vterque  euaneicit  polito  xz=zi, 

Coroll.  i. 

159.  Cum  autem  haec  feries  non  conuergat  nifi 
capiatur  x^>  1 , hoc  autem  cafu  formula  V(i  — xx) 

fiat  imaginaria  , haec  feries  nullius  eft  yfus. 

• . : » ■ i .« 

• . ••'•••  Coroll.  2.  ■ 1-  • , • ! : 

170.  Si  proponatur  dy  — eadem 

pro  y feries  emergit  per  V — 1 multiplicata,  eritque 

y — -(jx-4-rl*rl-irfr*  -hete.)  V(xx— 1) 

Polito  autem  xzz*  erit  dy-yf^^  et y~ C-Arc.fin.* 
feu  y — C — Arc.fiu.j, : ybi  fumi  oportet  C — o,quia 
feries  illa  euanefeit  polito  nw  ita  vt  fit y—~  Arc.fin.£, 
quae  cum  fuperiori  conuenit  lia  tuendo 

Exemplum  5. 

171.  Formulam  d y — yrj^rbx*)  boc  modo  per 
feriem  integrare. 


Eli  hic  m — i , n — 4,  p.  — 1 t y — 2 r ideo- 
que  polito  y~z  V [a-±-bx*]  prior  refolutio  dat 
Aar-f-B^-hC^+DA^H-etc. 

exi  lien  te 


A=J  { B- 
ita  rt  fit 


— s6 


A;  C==^Bi  D— 


— **  b 


■1  0 


C etc. 


_ / * 
y—i: 


3 b X* 

s a a 


3.  x* 
i • s a* 


j»  7,  m b 1 xts 
5,  g*  ij  a* 


Hic 
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Hic  autem  quoque  altera  refoiutio  locum  habet  v 
ponendo 


.1 . 


!<’• 


; ac  A * -+-  B af f •+•  C xr  " ' -1-  D x~  " * e tc. 

exiflente 

A==ii  B=f=f|Aj  C==3*j  D=^rtCeta 
ivnde  colligitur : 1 t ; 

(«  I d , t»  7 O O _ . , f»  f»  1 1 fl* B t _/  # . 4. 

&"**  ~ j 6*  I " 5.  g b*  ac1*  ” s.  *.i*  V [0~\-DX *) 

quarum  ferierum  illa  euanefcit  pofito  xzzo  , haec 
vero  polito  xzze». 

Coroll.  1.  ; : 

'172.  Differentia  ergo  harum  duarum  ferie- 
rura  eft  conflans , fcilicet : • . 

>+5-  5aa +5^1-  **••*«♦  + etc*  { y(a+ix4)=Conft 

/1  1 »a  ».7H*  »H±!£L  , -tr  V v , • 

C + SP“75SP^i^6,In  J.9,>i64*n"T“etC*  J 

• f " * * / 

Coroll.  2. 

173.  Has  ergo  binas  feries  colligendo  habe- 
bimus' 

a-t-bx* j a*  •+•  4*  *•*  , ».  t a»-f-S*  x*°  £. 

~ibxt~  *■  ~a*T*x’  ~T~f.g‘  «’  6**n  etc'  — V ( a 6 *♦ 

vbi  quicunque  valor  ipfi  x tribuatur  pro  C fempcr 
eadem  quantitas  obtinetur. 

Coroll.  3. 

174..  Ita  fi  a~  1 et  bzz  i , erit  haec  feries 
jn  Vfi_f-x4)  dudta  fempcr  conflans,  fcilicet 

- b ctc.  J V ( 1 -4-x4)=C. 

O 3 Cum 
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,Cum  igitur  pofito  x=zi  fiat 

huicqiie  valori  etiam  illa  feries , quicunque  valor 
ipfi  x tribuatur , eft  aequalis. 


CoroM.  4. 

1*75.  Haec  poftrema  feries  lignis  alternantibus 
(procedens , per  differentias  facile  in  aliam  iisdem 
fignis  praeditarp  transformatur,  vnde  eadem  conflans 
concluditur 


4- *.£),.  ,’+etc.)V  a 

quae  feries  fatis  cito  conuergit , eritque  proxime 
C — - 

^ f • . . : * 

Scholion. 


175.  Ifta  methodus  in  hoc  confiflit,  vt  feries 
quaedam  indefinita  fingatur  ? eiusque  determinatio  ex 
natura  rei  deriuetnr.  Eius  vfus  autem  potiffimum 
cernitur  in  aequationibus  different  alibus  refoluendis; 
verum  etiam  in  praefenti  inftituto  faepe  -voliter  ad- 
hibetur. Eiusdem  quoque  methodi  ope  quantitates 
tranfeendentes  reciprocae,  veluti  exponentiales  et  fi- 
nus  cofiflusne  angulorum , per  feries  exprimuntur  , 
quae  ctfi  iam  aliunde  fint  cognitae  , tamen  earum 
inueftigationem  per  integrationem  expofuifle  iuuabit, 
cum  fimili  modo  alia  praeclara  erui  queant. 

i 

Problema  14. 

s 77-  Quantitatem  exponentialem  y~d*  in  feriem 
connertere.  Solutio. 
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• Solutio. 

Samtis  logarithmis  habemus  ly  — xla  et  diffe- 
rent:a;ido  dxla  feu  ~-—ylat  vnde  valorem 
ipfius  y per  feriem  quaeri  oportet.  Cum  autem  in- 
tegrale  completum  lat  us  pateat , notetur  noftro  cafu 
polito  x — o fieri  debere  y—  i , quare  fingatur  haec 
pro  y feries : 

yzz  i -i-A*-t-Baf,-+-C^,-4-Djr4-l-etc. 

▼nde  fit 

A-fr-  a B* ■+■  3 C^+^D^-f-etc 

quibus  fubflitutis  in  aequatione  j^-yla-o  erit 
A+2B.v4-3Cxf-t-4D,r*+5  Ear*-J-etc.?  _ 
—la— Ala  -B la  - Cia  -D/a  -etc.$^° 


hi  neque  coe  (fidentes  ita  determinantur  t 

Ar/n;  B=:iA  la  i C zz\hla>  D=iC/aetc. 
ficque  confequimur: 


,=<?=, 4-r^+«c. 

quae  eft  ipfa  feries  notiffima  in  introdudione  data. 

Scholion. 


178.  Pro  finibus  et  cofinibus  angulorum  ad 
differentialia  fecundi  gradus  eft  defeendendum , et 
quibus  deinceps  feries  integrale  referens  elici  debet. 
Cum  autem  gemina  integratio  duplicem  determina- 
tionem requirat , feries  ita  eft  fingenda  , \t  duabus 
conditionibus  ex  natura  rei  petitis  fatisfaciat.  Verum 

haec 
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haec  methodiis  etiam  ad  alias  inucftigationcs  exten- 
ditur , quae  adeo  in  quantitatibus  algebraicis  \erlaa- 
tur  , a cuiusmodi  exemplo  hic  inchoemus. 

■ Problema  15. 

179.  Hanc  exprcflior.em  y—{x+V(  i N)* 
in  leriem  fecundum  potellates  ipGus  x progredien- 
tem conuertcre.  * 

S o 1 u t i o. 

Quia  eft  Jy-nJ(x+V{  i -f- *•*'')  erit 
iam  ad  lignum  radicale  tollendum  fumantur  qua- 
drata , erit  (1  -\-xx)dy'—nnyydx*.  Aequatio  fumto 
dx  conftante  denuo  diflerentietur,  \t  per  2 dy  diuifo 
prodeat 

ddy{  \-\-xx')-\-xdxdy—nnydx'—o  4 
vnde  y per  leriem  elici  debet.  Primo  autem  patet 
fi  fit  xzxo  tore  y zz  1 , ac  fi  x infinite  paruum  , 
y~ [ 1 4-x)"—  1 -f-na*.  Fingatur  ergo  talis  feries: 
y n x 4- n x 4-  A x :* 4-  B x * 4-  C x* 4- D x 5 4-  E x*  4-  e tc . 
ex  qua  colligitur : 

il~n+2  Ax  + 3Bxu'4-4Cx,-|-5D^4+5Ejr5etc.  et 
$4*—  2 A -1-  6 Ba-+ 1 2 Car  a* 20  Dr’+  30  Ex4etc. 
Fada  ergo  fubftitutione  adipifeimur : 

2 A+dBar-J- 1 2Grjr+2oDx*+3  oEar*4-4  *Fx  s-petc.'| 

■+•  aA  4-  6B  4-i 2C  4-aoD  4-etc.  [ 

. 4-»x'4-  2A  4-  3B  4-  4C  4-  5l)  4-ctc.  | . 

An’  - Bn*  -Cn’  -D«’  4-etc.j 

hinc- 
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hincque  deriuantur  fequentes  determinationes 

A — 1™  . T?  — "(nn  — 1 ) . r'  _ A(«a-  < ) . -p.  _ B ( nn--»  } . 

— ; i O — i.t  — j.  4 >u—  *•  s ctc* 

ita  "Vt  fit 

. . m . t . ntn«— n ..*  . »"(n« — .5  . n(mi-iY«R-*) 


4 


Tm(nn-4Xnn~i«)  t . n(iin-iXa«-?Xnn-i;)  r 


1*2»  J.  4»  5«  6 


!#  2*  3«  5*  6 


~‘x  4-  etc. 


Coroll.  1. 

180.  Vti  eft  j=[x+  V(  i +**))•  fi  fta- 
tuamus  z=:(—x-\-V(iA-xx))n  pro  s fimilis  fe- 
ries prodit , in  qua  a:  tantum  negatiue  capitur , 
hinc  ergo  concluditur  : 


1 — 1 4-j.i*  4-  x 


— n x ■+• 


efc_  et 

a ( n n 1 ) 1 , «In»-  • 

n~n«  A i.  j.  4.  s * 

a t » n — iV  »»-t)U»-n)  * 


K 2*  1*  4«  *•  <•  J 


X . 


Coroll.  2. 

I8x.  Si  ponatur  ar^V-ifin.Cj)  erit  V(i+x*) 
rrcof.  hincque 

j — ( cof.  <J)  4-  V - 1 • fin.  $)n= cof.  n $ 4- V - i . fin.  n $ 
et 

2 — ( cof.  (p  - V - 1 . fi  n . (J)  )* = cof.  n 0 - V - 1 . fi  n . » $ 

vnde  deducimus: 

COMM-H  M>’+ SS  fin-^-rrrr^fin  0‘+<*. 


,l,».l)u.-,lln»-»!J^  (T/-|-etc. 

. j.  a.  ».  4.  J.  6.  f *y*  • T 1 

p Coroll.  3. 
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Coroll.  2- 

182.  Hae  feries  ad  multiplicationem  angulo- 
rum pertinent , atque  hoc  habent  fingulare  , quod 
prior  tantum  cafibus , quibus  n cft  numerus  par  , 
pnfterior  vero  , quibus  elt  numerus  impar  , abrum- 
patur» 

Problema  16. 

183.  Propofito  angulo  (J) , tam  eius  finum 
quam  cofinum  per  feriem  infinitam  exprimere. 


Solutio. 

Sit  ^rfin.cP  et  z~ cof.Cp,  erit  dy—d<\>V{x-yy) 
ct  dz~  — d$V  [i—zz).  Sumantur  quadrata 
dy'—d§il(i ~yy)  et  dz  i —zz) 

differentietur  fumto  <fCp  conflante,  fietque 
ddyzz—ydQ?  et  ddz~—zd§' 
ficque  y et  z ex  eadem  aequatione  difiniri  oportet. 
Sed  pro  ^“fin.Cf)  obferuandum  efl , fi  Cp  euane- 
fcat , fieri  y~  CP  j pro  zzz  cof.<P  fi  Cp  euanefeat,  fieri 
z—i—  ^Cpcp  feu  zm-l-oCp.  Fingatur  ergo 

^rrCp-HACp^BCp^CCp'  etc. 
z 1 — }—  cl  cp  — f-  P Cp  — f—  'y  etc. 

fietque  fubflitutione  fafta  : 

a.SACp-t-^jCCp^tf.vCCp5  etc.  ? 

-h  1 -+-  A 4-  B 5 C 

etc.  3 

-l-i-d-tt  -f-  p ^ ° 

vode 
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rnde  colligimus : 

A~i  B = ^;  C=r6^;  D=7 


-c 


etc. 


«=ri ; (3=H;  Y = rii 


ynde  feries  iam  notiflimae  obtinentur : 

_<j, . Os»  . <J>J  _ <Ey 


fin.Cj); 
cof.<p;=  i 


1. 1. 1 
<P*  , 


i.  ».  j.  ♦.  t 

<D* 


1«  *. 


i*  * 


?•  i.  i.  ♦ 


-j-  etc. 
etc. 


Scholion. 

184.  Non  opus  erat  ad  diflerentialia  fecundi 
gradus  defcendere  : fed  ex  formularum  _y~fin.(J>  et 
ztrrcof.C^  differentialibus , quae  funt  dj~zd<^tt 
dz^i-jd<P , eaedem  feries  facile  repcriuntur.  Fiftis 
enim  feriebus  \t  ante  etc. 

•€t  2 m -f  - a <J)’  4-  (3  (J)4  4-  y etc.  fubftitutione  fa- 

fta  obtinebitur 

ex  priore 

i-^ACp-WB^-l-vC^etc.  ? _o 
— • 1 — a — P — Y * 

ex  pofteriore 

att<J>-l-4(3<t>*-*-<5Y$‘etc.?  _0 

-4- 1 •+-  A -4-B  j 

ynde  colliguntur  hae  determinationes : 

*=-;s  A=fi  (3=ri  B=f;  Y=ri  C=?«o. 

ideoque 

et— — I ; (3— » Y— “ *•»•♦*•*  etc* 

A=-  jh»  B=+tt^  C=-  „ *.#-T  etc* 
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qui  valores  cum  praecedentibus  conueniunt.  Hinc 
intelligitur  , quomexio  faepe  duae  aequationes  fimul 
facil  us  per  feries  euoluuntnr , quam  fi  alteram  fe- 
orlim  traftare  velimus. 

Problema  \y. 

185.  Per  ferem  exprimere  valorem  quantitatis  j% 
qui  fatisfaciat  huic  aequationi  y ( a + SJy)-- 'iu+g  * 


Solutio. 


Integratio  huius  aequationis  fuppeditat 

rA^(*+bw)+Vb)=fr^nf+£xx)-bxVg)+C. 

vnde  deducimus  : 


n y S «VS 

„ — _J_  f Hf-t-gxx'-+-x  Vg  STyl «_  f y I 

J — t yiv  b 1 Vd  i • 

conflantes  b ct  k ita  capienJo  vt  flt  bkz^f.  Hinc 
difcimus  , fi  x fumatur  cuanefcens  , fore 

^=T^(^^)^-7Tr('U=Ti1)"5^  fi“ 


njb  nVS 

r=  77T  «J-555*-*  in^dvri’  n 


vel  pofito_y=r  A-f-B*  erit  B ~ — 
conflans  B definiatur  ex  conflante 


«Vi  , n V b 


f A \b  -V-  a ) 
mi  i 


, ita  vt 


nyi  n yi 

n y 6 


et  viciflim  (y^)B,vs  — AVb-]rV[a^bAA)i  atque 


fl(yi)mVg  — — A.V£-hV  (fl  + iAA). 

Nunc  ad  feriem  inueniendam  , aequatio  propofita  , 
fumtis  quadratis  mm(f-\-gxx)dy'-nn[a-\-byj)dx*t 

denuo 
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denuo  diflerentietur,  capto  dx  conflante,  vt  fadla  di- 
Tifione  per  2 dy  prodeat: 

mmddy(f-\-gxx)-\-mmgxdxdy—nnbdxt—o. 
Iam  pro  y fingatur  feries : 
y — A -+-  B .r  Cx'  -+*  D x*  H-  E x* -+-  F x*  etc. 

qua  fubflituta  habebitur  : 


2 mmfQ.-\-6mmfDx-\- 1 zmmfEx*+zommfF  x'~i-etc.'} 

- 4 - zmm*C  4-  «SmwgD-f-etc.  * 
-{-mmg  B -f-  zmmgC  -f-  awmgD+etc.f"* 
—nnbX-nnb  B — nnb  C — nnbD  -Hetc.j 


Cum  ergo  A et  B dentur , reliquae  litterae  ita  de- 
terminantur : 


r>— . * 

^ *— • * m m / 

B t? — *mmg  _ 

» ^ , m m)  V- 

I?  *nb  — ,mmg  ^ r nnl  — .«mmj  p 

!•  — ' 4.  s m m g 1 VJ—  5,6  m m/ 

ant-)Himf  p . * w n & — »<  " mg  f* 

H — 6.,mmf  “ 1 J — *. 

ficque  feries  pro  y erit  cognita. 


T\  •— » 

~ i* 


#5  m mj 


Exemplum  i. 

186.  FunCtionem  tranfeendentem  cArc/i"-*  per 
feriem  fecundum  potejlates  ipfrns  x progredientem  ex- 
primere. 

Ponatur  yzzckrc,(in  X erit  ly~lc.  Arc.fin.x  et 
y _ /(VrxTt » hinc  dy\i-xx)—yydx'{lc)\  et 
difftrentiando  </</y(  1 -xx)-xdxdy -ydx'(  lc)'  — o. 
Obferuetur  iam  pofito  x euanefeente,  fore/^r*— x+x/f, 

P 3 hinc 
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hinc  fingatur  feries  jn -f-ar/c-f- Cx* 
+D*S  etc.  qua  fubftituta  habebitur  : 

i . 2 A + 2 . 3 B x + 3 . 4 C X * 4-  4 ■ 5 D x * + 5 • 6 E x*  7 
-i.2  A -2.3B  — 3.4C  1 

— Ic  — 2 A — 3 B — 4C  r 

-{icy-{ic)'  -a [icy  -b vc)  -c [h-y  $ 

rnde  reliqui  coefficientes  ita  definiuntur  : 


-o 


■n  f » -t-  f tc)«  )lc 

^ a-  J 


A—1 - 

, Cs=4-^CA}  D=^fei’B 

etc. 

Sit  breuitatis  gratia  lc—y  eritque 

Ckrc.fin. 


J **  • 4 * 

. 7( ' 9-*-yy)  » . \ *-t~yyni6 -t-yy)  « 

*t“  1.  s.  1«  4.  j i*  *•  t-  4.  5.6  •*  i CtC. 

Exemplum  2. 

187.  Pofito  x=fin.(J)  , imenire  feriem  fecun- 
dum potejlates  ipfius  x progredientem,  quae  fmum  an- 
guli n<£>  exprimat. 

Ponatur  y=zi\n.n§  , ac  notetur  euanefeente  (J) 
fieri  .r  — (£>  et  y—n<^—nx,  hoc  eft  y=zo-\-nx  , 
quod  eft  feriei  quaefitae  initium.  Nunc  autem  eft 

■-**!  et  nd§— vTT^JT-  Efg°  y(.— yy) 


ndx  ^ 

- vTT^-rT)  > et  fumtis  quadratis  ( i -xx]^%zjmdx\ i -jj) 

hinc 
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xi  9 


hinc  ddy(i-'xx)-xdxdy-\~nny  d x*=:o.  Quare 
fingatur  haec  feries 

y zz n x -+-  A x’ -+-  B xs -+-  C x7  -+-  D x*  -i-  etc. 

qua  fubftituta  habebitur  : 

a.  3 A*4-4-.  5 Bar*-f-<y.7C.v5-f-8.9Dar'  T 
— 2. 3 A — 4-SB  —.6. 7C  { 

-n  - 3A  - 5B  - 7Cetc-l*-® 
4-«*  + nn  A r \-nnB  ~\-nn  C 

vnde  hae  determinationes  colliguntur  : 

A_  — n(  nn  — » ) _ t, __ — ( nn  — p)  A ^_-(na  u ) B . 

— t.i  1 *->—  4*  S J 6.7  CtC. 

ita  vt  fit : 

nfna-0  i . »(««— iVnn-p) r . 

y-nx - ,7i^r  x + im-;— *.  —  i * * * * * * * *  x +etc- 
fiue 

fin.«Cp=n  fin.  fiu-  ^ + ^rrrVT^fin.Cp)’  - etc* 

/ 

S c h o 1 i o n. 


i SS.  Quia  haec  feries  tantum  cafibus,  quibus  n 

eft  numerus  impar  abrumpitur  , pro  paribus  notan- 

dum elt , feriem  commode  exprimi  polfe  per  pro- 

dudlum  ex  fin.Cf)  in  aliam  feriem,  lecundum  cofinus 

ipfius  (J)  poteftates  progredientem.  Ad  quam  inue- 

niendam  ponamus  cof.<£zz«,  fitque  fin.nCPzzsfin.Cj) 

"sV ( i —uu) ; vnde  ob  d§~— 77—77)  erit  dif- 

fcrentiando  —nl/j~^pl—dzY(  feu 

-nduco[.n<p=dz(i-uu)-zudu,  quae  fumto  du  conflante 

denuo 
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detino  differentiata  dat:  -1!!}^r^~-ddz{i -uu)- 3 ududz 
-zdu  --nnzdu  ob  Quocirca  feries 

quaefita  pro  ex  hac  aequatione  erui  debet : 

ddz[i-uu)-zududz-zdtf+nnzdu—o 
vbi  notandum  eft,  quia  «=cof  <J)  euanefcente  «,  quo 
cafu  fit  cp  — po°f  fore  yel  z~  o,  fi  n numerus  par, 
vel  s—  i,fi  »~4a-f-  i ; Yel  z — - i , fi  »— 4a.  x. 
Qui  finguli  cafus  feorfim  funt  euoluendi : et-  quo 
principium  cuiusque  ferici  pateat,  fit  <£  — po°-u  , 
et  euanefcente  u fit  u — cof.  (J)  — u ; fin.Cj)— i • 
fin.  n rr  fin.  (po.  n - n o> ) — z. 

Nunc  pro  cafibus  fingulis : 

I.  fi  n— 4a$  fit  z--nw——nu 

II.  fi  »— 4a- f- x ; fit  z~cof.Hfi> — y 

III.  fi  «—  4a-f-  2 ; fit  «“fin.naj  — -f-»« 

IV.  fi  B-4a+3  i fit  — cof.nu  — — x 
vnde  feries  iam  fatis  notae  deducuntur. 


CAFVT  IV. 
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D E 

INTEGRATIONE  FORMVLARVM 

LOGARITHMICARVM  ET  EXPO- 
NENTIALIVM. 


Problema  18. 

,189. 

Si  X dcfignct  funftionem  algebraicam  ipfius  x , 
inuenirc  integrale  formulae  Xdx/x.  , 

Solutio. 

Quaeratur  integrale  fXdx  quod  fit  ~Z  , et 
cum  quantitatis  Z Ix  differentiale  fit  dZlx-\-^rt 
erit  Z.lx—fdZlx-\-f~  ideoque 
fdZlx  -f  X dx  Ix  = Z ^ . 

Sicque  integratio  formulae  propofitae  redutfa  eft  ad 
integrationem  huius  z-^~  , quae,  fi  Z fuerit  funftio 
algebraica  ipfius  x,  non  amplius  logarithmum  inuol- 
vit  , ideoque  per  praecedentes  regulas  tratfari  pote- 
rit. Sin  autem  JXdx  algebraice  exhiberi  nequeat, 
hinc  nihil  fubfidii  nafeitur  , expedietque  indicatione 
integralis  /Xdxlx  acquicfccre  , ciusque  \alorem  per 

approximationem  inueftigare. 

Q Nifi 


X 22 
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Nifi  forte  fit  Xz  ‘ qua  cafa  manifefto'  dati 

/V/*=i(te)'+C 

Cocoll  r. 

190.  Eodem  modo,  fi.  denotante  V fun<ftio~ 
rem  cmamcunque  Ipfius  x ,.  propofita  fit  formula 
"Xdx/V , er  t exiftente  fX.dx~Z  eius  integrale 
TzZlV—f  y~  , ficque  ad  formulam  algebraicam  re- 
ducitur , fi.  modo  Z al6ebcaice  detur. 

C o r o 1 1.  2. 

191.  Pro  cafu  lingulari  ~/x  notare  licet,  fi 
polito  / x~u , fuerit  U fun&io  quaecunque  algebrai- 
ca  ipfius  u integrationem  huius  f(  rmulae  non 
fore  difficilem  ,.  quia  ob  d-^—du  abit  in  U du  cuiu» 

integratio  ad  praecedentia  capita  refertur. 

» * 

Scholion. 

192.  Hacc  redudiio  innititur  ilii  fundamento  r 
quod  cum  fit  d.xv~  ydx-\-  xdy  , hinc  viciffim  fiat 
xyzzfydx-\-jxdyY  ideo  que  fy  dxzzxy  —fxdy  , ita 
Yt  1 oc  modo  in  genere  integratio  formulae  ydx  ad 
intpgrntionem  formulae  xdy  reducatur.  Quod  fi  ergo 
propofita  quacunque  formula  \dxy  fundlio  V in 
duos  fadlorcs  puta  VnPQrelolui  queat,  ita  \t 
integrale  JYdx—S  aflignari  queat,  ob  Fdx  — dS 

erit 
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,i»3 

«rit  Vdxrz VQdx—Q^dS  , hincque  f\  dx~Q5 
— /S(/Q.  Huiusmodi  rcdu&io  infigncm  vfum  affert, 
cum  formula  /SdQ_  fimplicior  fuerit  quam  propolita 
J Vdx  , eaque  infuper  fimili  modo  ad  fimpliciorem 
reduci  queat.  Interdum  etiam  commode  euenit,  vt 
hac  methodo  tandem  ad  formulam  propofitae  fimi- 
3em  perueniatur , quo  cafii  integratio  pariter  obti- 
netur. Veluti  fi  vlteriori  redu&ione  inueniremus 
fSdQ_—*T-\-nf\dx  foret  vtique  f\dx  — QS  — T 
— nf\dx  , hineque  fVdx-^—-.  Tum  igitur 
talis  redu&io  infignem  praeftat  vfum  , cum  -vel  ad 
formulam  fimpliciorcm , -vel  ad  eandem  perducit 
Atque  ex  hoc  principio  praecipuos  cafus , quibu» 
formula  Xdxlx  vel  integrationem  admittit,  vel  per 
feriem  commode  exhiberi  poteft  , euoluamus. 

Exemplum  i. 

193.  Formulae  differ entiaUt  x*dxlx  integrale 
inuenire , denotante  n numerum  quemcunque. 

Cum  fit  >xn  dx-~-ixn~i~'  erit  fx”dxlx- ^~x"-*-'lx 
-f^x^dJx^.^  i*"-*-  ’ Ix-t -n  fxndxz.^-,x*+"/x 
ide°que  f?dxlx-~r,3i*+'{lx--£ rj, 

Sicque  haec  formula  abfolute  eft  integrabilis. 

Coroll.  1. 

194.  Cafus  fimpliciores , quibus  n eft  nume- 
rus integer  fiue  pohtiuus  fiue  negatiuus , tenuifle 

Q.  a iuua- 
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124. 
iuuabt : 

J dxlx  — xJx  - x ; f~Jx~~  ilx-% 
fxdx/x= lxx/x-lxx  i 
fx' dxlx—\x'lx-\x'  ,•  fiJlx—--—rlx-~i 
fx,dxlx=\x*lx~i,x 4 j /^rIx—-~/x-~-t. 

Coroll.  2. 

195.  Cafum  fd~lx~l(lx)* , qui  eft  omnino 
lingularis  , iam  fupra  annotauimus  , fequitur  vero 
etiam  ex  redudione  ad  eandem  formulam.  Nam- 
que per  fuperiorem  redudioncm  habemus : 

fd~lx—Ix.  lx-/lx.dlx—(/xy-f^  lx  hincque 
2 f^lx—Vx)' , confcquentcr  /~/x=z l(lx)\ 

Exemplum  2. 

196.  Formulae  ~-x lx  Integrale  per  feriem 
exprimere. 

Red  ud  ion  e ante  adhibita  parum  lucramur,  pro- 
dit enim  : 

fr—lx-l^lx-f^l^ 

Cum  autem  fit 

erit 

/ 1 — +sA-,-4-rtX*-+-g,jX,4-etc. 

ideo- 
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1*5 

idcoque 

/7~Jx=Ir~./x~x--ixt-lxt~--:,x*~-:}xt  etc. 
quod  integrale  cuanefcit  cafu  x~  o , etfi  enim  Ix 
tum  in  infinitum  abit,  tamen  /rri-^-K^  + i^etc. 
ita  euanefcit , vt  etiam  fi  per  Ix  multiplicetur  , in 
nihilum  abeat,  eft  enim  in  genere  xnlx  — o pofito 
x — o } dum  n numerus  pofitiuus.. 


Coroll.  i. 

197-  Si  ponamus  i ~x~u,  fit  ^rxlx~-~uI(x -a) 
ideoque 

f C + «_+  {u  -hgU  +iU  +/{«'-!- etc. 
quae  vt  etiam  calu  x—o  fcu  u zzi  euanefca-r,  capi 
debet 

C=  — I — i — e — n - f,ctc.  — — ’t  nir. 


Coroll.  2. 

198.  Sumto  ergo  1 -x  = u feu  *-{-«  — 1 , 
aequales  erunt  inter  fe  hae  expreihones : 

— / x.  Iu — x - l x*  - J **  - T’f  x*etc. 

— — u \u  H~ i u’  — l-  etc. 

feu  erit 

«7t  — l X.  1 U ~ X — f-  u — I—  i ( A*  -4-  U ) — H l ( a*  — f-  u’ ) 

-Ht*(j.'4-t-«4)H-etc. 

Coroll.  2’ 

199.  Haec  leries  maxime  conuergit  ponendo 
X — U — i hoc  ergo  cafu  habebimus: 


i7r-(/a)  — 1 -f-~  "f-.TTT 

0.3 


14.  »S 


-+-etc. 

Huiu» 
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Huius  ergo  feriei 

x 4 x ' -4- 1 x*  -f-  % x 4 -+- x*  -f-  etc. 
fumma  habetur  non  folii m cafu  jn,  quo 
fcd  etiain  cafu  a’— j , quo  cft  nit' - I U 2 )\ 


Coroll.  4. 

a 00.  Si  ponamus  x — \ et  u—\  erit  huius 

feriei 

* -1  -1-  jstm"  -+-etc. 

i+a"  , 

■cuius  terminus  generalis  fumma  — 

-/3  l\  neque  vero  hinc  feriei  A’  -K  a’  + J x*  + A x*  etc. 
binos  tafus  ,v— i et  X— I feorfim  fummare  licet. 


Exemplum  3. 

201.  Formulae  J^jrl  x integrale  inuemre 
idemque  in  feriem  conuertere. 

Cum  fit  /n~ erit  f 
^•/iTT  — *)  -> ob  i ( 1 -*7— x+ , _ * > fit  fjjj , _ fT)—Ix 
+lr=ri,  vnde  colligimus  integrale  /'{■,.% 

— ita  fumtum,  vt  euanefeat 
pofito  X—O. 

Iam  pro  ferie  commodiflimc  inuenienda  ftatua- 
tur  1 -rra  et  noflra  formula  fit 

+i«* 4-Ja4  +Ja*+etc.)  Quo- 
circa integrando  nancifcimur : 

/crz.*r*lx  — 'C+Za+TT+i^r-i-TT+rT  -4-etc 

quae 
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quae  expreflio  vt  etiam!  euanefcat  y fado  x — o ieil 
tt  — iy  oport.  t fit 

Ci  r »'  r . 

I*  % *»  f f 4'  > 

Quare  ob  x~  r ~u  , obtinebimus  i 

dr/a=  i d- 7 '' 

CorolL  i- 

2o2.  Simili  modo  fi  dy  — v erit 

/==-^r/r=rB-H/(T^-)v-« » at  pofito  uzzxx  fit 

idu  r dx  1 1 -+-  x .i -+-V  * 

j(i  - ,;vg — 4^ i— x» — i — x*  Ergo  J' — 2 A — V» 
“ini/.-h-  At  quia  P01-  ferient 

ir£r(#d-Iaa--t-jar-+-  *a*d-etc.J 
erit  etiam 

-4- a V « -i- V « d- a*  1/ a + ~ / a -i- etc 

CorolL  2* 

203.  Si  erga  multiplicemus  per  adipifcl- 

mur  : 

«+".+ £+£+£ -*-».= 
quae  fumma  eft.  etiam  — ( x -4-Va) /(t-f-Va) 
■+*  ( 1 - v'a)/(i-y,8).  Quare  fumto  a 1 ol> 
(1  — V u)l(i-V u)  — o erit 

* ^ ‘ I «•  * r 1 i« t I " «•  9 l iTJ  1 4.  ,»etc.  — t/l. 


Problc- 
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Problema  19. 

204  Si  P denotet  funftionem  ipfius  x , inuc- 
nire  integrate  huius  formulae  dy  — dP{lx)\ 

Solutio. 

Per  rcdu&ioncm  fupra  monftratam  fit  y~V(Ixf 

Hinc  fi  fit 

J—1—  Q)  erit  fimili  modo  f~-(Ix)n~  'zzQ(/x)"~  ' 
~~(n—  1 )fQr^r-[lx)n~  \ Quo  modo  fi  vltcrius  pro- 
gredimur , haecque  integralia  capere  liceat  /^-Q; 

/Q  ^ ^ n /*B  d X r f'  S d X m 1 • • • • 

J — — j\  ; / -5- — a j J 1 — — I etc.  obtinebimus  in- 
tcgrale  quaefitum : 

/rfP(/x)"=P(/x)'--»Q(/x)*-«  i)R(/*)«- 

— n(n—  i)(»-2)S(/.v)n  — 'etc. 
ac  fi  exponens  n fuerit  numerus  integer  poliduus , 
integrate  forma  finita  exprimetur. 


Exemplum  1. 

205.  Formulae  xmdx(lx)*  integra  le  ajji gnare. 

"f“  * «fi  "H  t 

Hic  eft  n~  2 , Ct  Pzz‘— - — • hinc  Q= , r 

«4- 1’  ^ (m-t-i) 

V1*  *+*  * 

R = vnde  colligimus: 


i* » 


•t 


fxm  d x ( lx )’  — xm  ’ ( (-^  — -2-Lz — i-  ,u  \ 

J v ' Ui  + I ( W -*-!)»  > (m-4-i )*  ) 


( m -f-  1 )*  ■ (rn-f-i  )*  „ 

quod  integrate  euanefeit  polito  x zz  o , dum  fit 
m-+- 1 >0. 

CorolL  x. 
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C O r O 1 1.  I. 

no6.  Hinc  pofito  x~i  fit  fxm dx(lx )' |}1 
Ex  praecedentibus  autem  patet , fi  formula  Jxmdxlx 
ita  integretur,  vt  euanefcat  pofito  x — o , tum  fatto 
a — i , fieri  fxmdx/x=~~iT,. 

C O r O 1 1.  2. 

207.  At  fi  fit  m — -i  vt  habeatur  d~[lx)* , 
erit  eius  integrale  f ~[lx)  ~\{lx)*  qui  folus  cafus 
ex  formula  generali  eft  excipiendus. 


Exemplum  2. 

♦ aoS.  Formulae  x’n-,dx(lx)*  integrale  afii gnare. 

Hic  eft  n — . 3 ct  P — ~ , hinc  Q — ~ v : R r — ? 

m ^ m 7 m 

A.m 

et  S—^v,  vnde  integrale  quaclitum  fit: 

/**-  <W*  )'=  xm £1^2 + ) 
quod  integrale  euanefeit  pofito  Aro,  dum  fit«/>o. 

Coroll.  i. 

209.  Quod  fi  integrali  ita  fumto  , vt  euanc- 
fcat  pofito  x=o  , tum  ponatur  .rr:i  , erit: 

fxm-'dxzz'm  5 fx"-'dxlx = -*,  i /*«**(/*)'=+ 5! 
ttfx^dxilx)’ 


R 


Coroll.  2. 
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C o r o 11.  2. 

2io.  Cafu  autem  m — o , erir  integrale 
f*-(?Xy  quod  ita  determinari  nequit,  Yt 

euanefcat  pofito  x=o  ; oporteret  enim  conflantem 
infinitam  adiici.  Hoc  autem  integrale  euanefcit  po* 
fiio  x~*. 

Exemplum  j. 

axi.  Formulae  ^"d^l*)5  integrale  aj/ignarr. 


xm  _ Xm  X ” 


Cum  hic  fit  P — — y erit  Q,—  » R — mz » 

xm  * 

S— — f etc.  Hinc  integrale  quaefitum  prodit 
m 

AlxY  n(lxrT  fr{n- 
r-‘  dx{lx)'=xm  — + m' 


J* 


n(n-r)(*-i)(rxr* 


+etc4 
m 

Cafu  autem  mzzo  eft 

C o r o 1 L i. 


ara.  Si  o integrale  affignatum  euanefeit 
pofito  a:— o , deinceps  ergo  fi  fumatur  xzz.ir  erit 
integrale 

x.2. 3 n 

fxm~'  dx{lxf—±i  

Ybi  fignum  -4-  Yalet  fi  n fit  numerus  par,  inferii* 
vero  fi  n impar. 

Coroll.  *. 
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C o r o 1 1.  2. 

213.  Haec  ergo  ambiguitas  tollitur,  fi  loco/* 
icribatur  —l'x  , tum  euim  integratione  eodem  modo 
ioftituta  pofitoque  , fiet 

fx"~'dx{l *•  3 * 


'!-+-■ 


m 

Scholion. 

214.  Si  exponens  n fit  numerus  fractus , inte- 
grale  tinuentum  per  feriem  infinitam  exprimitur , 
veluti  fi  fit  nzz.—'t  reperitur$ 

1 x 1.3 


V/* 


x”  ( y 7 4- 

a «’(/*)*  4 m\lx)* 

H — -4-  ete  ) 

8 m\lxy 

quae  etiam  quatenus  initio  * ab  o ad  1 crefcero 
fumitur  , hoc  modo  repraefentari  poteft : 


x 


'dx 


1 3. 


f V/i  V a m’  / * "*"  4 »1*  ( / x )* 

*•  3-  5 

4-  ~ — ; — cf  -1-  ete  ) 
8 m (ix)  ' 

Si  exponens  n fit  negatiuus , etfi  integer , tamen 

integrale  inuentum  in  infinitum  progreditur : verum 

hoc  cafu  alia  ratione  integrationem  inftituere  licet , 

qua  tandem  reducitur  ad  huiusmodi  formulam  f- 

cuius  integratio  uullo  modo  fimplicior  reddi  poteft- 

R % . Hanc 
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Hunc  ergo  redu&ionem  fequenti  problemate  do- 
ceamus/ 

Problema  20. 

yidx 

aiy.  Integrationem  huius  formulae  dy— 
continuo  ad  formulas  fimpliciores  reducere. 

Solutio. 


vx  y 


Formula  propofita  ita  repraefentetur 
dx  . _ dx  — 1 


dy-Xx.— j-rn  et  cum  fit  / 


■x{/x)' 


x[lx)n  (n-i 


exit 


—Xx  1 „ 1 

)(/jc )“-*  +»-i  J ^xy-~-d^Xx^ 
Quare  (i  ponamus  continuo 

d.[Xx)-¥dx ; d.  (P,r)-Q</a:  $ d.{Qx)~Kd  x ttc. 
erit  hanc  redu&ionem  continuando : 

-Xx  Px  Qx 

~{n-i\/x)n-'~(n- 1 xn-zft/x)'-1 ' (n-  i){n-^.\n-^){lxf'1 
donec  tandem  perueniatur  ad  hanc  integralem 
1 V dx 

: («-X  )(»-2)...  I * IX 

ita  \t  quoties  n fuerit  numerus  integer  pofitiuus  , 
integratio  tandem  ad  huiusmodi  formulam  perdu- 
catur. 


Excm- 
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216.  Formulae  differentiatis  dy-  — integra* 
k inue/ligare. 

Hic  eft  n—  2 ct  Xrz*’"- , Vnde  fit  P ~mxm"f 
hincque  intcgrale 


' dx 


m xm"  dx 


xm~'dx 


At  formulae  — integrale  exhiberi  nequit , nili 

ro fi  1 «tt  I £1  a.  r d X _ 11  _ 


cafu  wrdo  , quo  fit  f ~r-r 
formulae  propofitae  integratio  ne  hinc  quidem  peti- 


-lix.  Verum  fi  m~ o, 


det;  fit  enim  abfolute y — -fx + C. 

Exemplum  2. 

217.  Formulae  dijferentlalh  dyz=X~^~  in  te - 

grale  inuejligare  cafibus , quibus  n eft  numerus  integer 
fofitiuus. 

Cum  fit  erit  tum 

vero  ; R =»•*«-•  ,•  S~m*x^  etc. 

Quare  integrale  hinc  ita  formabitur  vt  fit 

j-TB-l  J _ m 

y~f- 


d. x 


Y7** 


mx 


{Ixf  m (#-1  )(«-*)(/*  )*=2 

..m 


f»  X 


(»-i)(«-2)(n— j >( /jr)" — » 

•m1*"  * T7l— 1 J 


■etc. 


+ 


w 


R 3 


. I f lx 


Corol- 
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Corollarium. 


* 1 8.  Pro  n ergo  fucccffiue  numeros  1 , * r 
3,4,  etc.  fubftituendo  habebimus  ifias  reductiones: 


/' 


dx -jf*  m x'"  a 

(lx)%  Ix  ^ 1 f Ix 


dx 


f 


X ‘"dx  -xm 


mx 


m 


(Ix’  2(/x)  2.1  Ix  2 


rJ 


xm"d  x 


Ix 


x"~'dx  _-x"  m x"  m x"  m ~ x"‘ 'dx 

f (Jx)*  3 3. a (/jc)*  3-2.i lx+  3.2.1^  Ix 


m'  xm 


'dx 


Scholion. 

219.  Hae  ergo  integrationes  pendent  a fbrmuli 
jfm*'  dx 

J — — — quae  pofito  xm~z  , ob  xn~'dx  — lmdz  et 

Ixn^lx  reducitur  ad  hanc  fimpliciflimam  formam 
/f| , cuius  integrale  fi  afligoari  poffet,  ampliflimum 
vfum-in  Analyfi  efiet  allaturum,  -verum  nullis  ad- 
huc artificiis  neque  per  logarithmos,  neque  angulos, 
exhiberi  potuit:  quomodo  autena  per  feriem  exprimi 
poflit,  infra  oflendemus  ($.227.)  Videtur  ergo  haec 
formula  f 7-5I  fingularem  fpeciem  functionum  tran- 
scendentium fuppeditare , quae  \tique  accuratiorem 
euolutionem  meretur.  Eadem  autem  quantitas  tran- 
fccndens  in  integrationibus  formularum  exponentia- 
lium  frequenter  occurrit,  quas  in  hoc  capite  traCtare 
inftituimus  , propterca  quod  cum  logarithmicis  tam 
arCtc  cohaerent , \t  alterum  genus  facile  in  alterum 

coa- 
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•onncrti  poffit : Ycluti  ipfa  formula  modo  confi de- 
ruta j-j  pofito  /sntr  , vt  fit  z — e*  et  dz~e*dx 
transformatur  in  hanc  exponcntialem  e*  v » cuius 
ergo  integratio  aeque  cft  ablcondita.  Formulas  igi- 
tur tradabiles  euoluamus  et  eiusmodi  qu:dem , quae 
non  obuia  fubftitutione  ad  formam  algebraicam  re- 
duci pofllmt-  Vcluti  fi  V fuerit  fundio  quaccun- 
que  ipfius  v , fitque  Q — a* , formula  Vdx  , ob 
x — 77  et  dx~i~fT  abit  in  777-  , qua  ratione  va- 
riabilis v cft  algcbraica.  Huiusmodi  ergo  formulas 


axdx 


, quippe  quae  pofito  a*  — v nihil  habent 


V(  1 + anx ) 
difficultatis , hinc  excludimus. 


Problema  2r. 

iao.  Formulae  differentialis  <fXdx  , deno- 
tante X fundionem  quamcunqtie  ipfius  x , integrale 
inueftigare. 

Solutio  1. 

Cum  fit  d.a*—c? dxla  erit  vicifllm  f<?dX-\-v<f 
quare  fi  formula  propofita  in  hos  fadores  refolua- 
tur  , X.axdx  habebitur  per  redudionem : 

ffXdx—jrfX-tTfatdX. 

Quodfi  vlterius  ponamus  dX  — Ydx  , Yt  fit 

' ffVdxzzAfP-ftVd? , 

prodibit  haec  redudio 

Si 
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Si  porro  ponamus  dV  — Qdx,  habebitur  haec  re- 
du&io : 

fax  X d x ~ h ax  X - ^ ax P + <17?  Qr  U*)'/*?  d(l 
ficquc  vlterius  ponendo  dQ—Rdx  , dR  — Sdx  etc. 
progredi  licet  , donec  ad  formulam  vel  integrabi- 
lem  , vel  in  fuo  genere  fimpliciffimam  perucniatur. 

Solutio  2. 

Alio  modo  refolutio  formulae  in  fa&ores  in- 
ftitui  poteft ; ponatur  JXdx  — V fcu  Xdx  — d? , 
et  formula  ita  relata  ax.d P habebitur : 

/a*  X dx  — ax?-lafax?  dx 
fimili  modo  fi  ponamus  f?dx~Q_,  obtinebimus: 
faxXdx  — ax?—la.  ax  Q+ ( / a )'fax  Qd  x. 

Ponamus  porro  fQdx~R  , et  confequimur: 
fax  X dx = ax  P -la.  ax  Q-+-  ( la  /.  ax  R - ( la  )'fax  R dx 
hocque  modo  quousque  lubuerit  progredi  licet  , do- 
nec ad  formulam  vel  integrabilem  vel  in  fuo  gene- 
re fimplilfimam  perueniamus. 


C o r o 1 1.  i. 

221.  Priori  folutionc  femper  vti  licet,  quia 
funftiones  P , Q,  R , etc.  per  diflerentiationem  fun- 
ftionis  X eliciuntur , dum  eft 


Prz 


d X 


o — i-p- 

X.—  dx 


etc. 


dx  1 

Quare  fi  X fuerit  fun&io  rationalis  integra ; tan- 
dem ad  formulam  perucnietur  fcfdxzz  ^-.ax , ideo- 
que  his  cafibus  integrale  ablolute  exhiberi  poteft. 

Coroll.  2. 
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£22.  Altera  iolutio  locum  non  inuenit , niH 
formulae  Xdx  integrale  P affignari  queat;  neque 
etiam  eam  continuare  licet , nifi  quatenus  fequentes 
integrationes  fPdxzzQ,  /QdxzzK  etc.  fuccedunt. 

Exemplum  r. 

223.  Formulae  a*x"dx  integrale  definire  , de* 
potante  n numerum  integrum  pojitiuum. 

Cum  fit  X=xn  folutione  prima  Ytentes  habe- 
bimus 

/a*x*<f* =£• a*xn-raf<fx'-‘  dx 
hinc  ponendo  pro  n fuccefliue  numeros  0,1, 2, 3, etc, 
quia  primo  cafu  integratio  confiat , fequentia  inte- 
gralia  eruemus; 

fd*dx—Ti'<f 

f(fxdx~Yi-  a*x—{r^tf 

fa*  x' ’dx  ~ . <?  x' — fjrji  a*  x * 4-  frsp  cfx — (777 o- 

etc. 

*nde  in  genere  pro  quouis  exponente  n concludimus: 
. x*  n x"-1  Hin  — t)  x»— 

(777 

n(n  — 1 )(»— 2)x*“* 
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ad  quam  exprcflionem  infupcr  conflantem  arbitrariam 
adiici  oportet , vt  integrale  completum  obtineatur. 

Corollarium.  ■ 

a 2 4.  Si  integrale  ita  determinari  debeat , Tt 
euanefcat  pofito  ico,  erit 


/axdx  — ~i.az-lLa 

fazx d x — ax{  * — c n]0+(77jr 

fa*x' d x— a*  ({-T7J  — rTlT+iTTyr )~  (W 

r x ( 1 ,/»*  r »•»  * *•  «•  » 1 , r. r 

, A'  dX  — O [ia  ( la  J* “T  ( la)*  (Ja  )♦/"«“{  i a )• 

etc 

Exemplum  2, 

a*dx 

225.  Formulae  — integrale  inuejligare  , ^ 
quidem  n denotet  numerum  integrum  pofitiuum . 

» . • * t » t 

Hic  commode  altera  folutione  Ttcmury  xbi  cum 


fit  X = -r  erit  Per 


ifla  redudio : 
raxdx  _ 

f I7n  


—a 


(n—  1 jx*~' 
la 


.7  y hineque  rcfultat 


d*dx 
1 ’ xn~~' 


x"  (n—  i)x"  ’ ' n- 
Pcrfpicuum  igitur  eft  pofito  n~  i hinc  nihil  concludi 

<Fdx 

pofle^  qai  efl  ipfe  cafus  fupra  memoratus  / fin- 

gula- 
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larem  fpeciem  tranfcendentium  fundionum  comple- 
<Tt;ns , qua  admi.Ta  i&tegralia  fequentium  cafuum  ex- 
hibere poterimus: 


cFdx  a*  la  d 

/?-=c-,^+ -J- 


■ix 


<Fdx  ax 


i fla  {la)*  d*dx 

— -4-  — - f 

2 . I J X 


2.  I X 


axdx  f a* la  ax(  la)  (la)  axdx 

2-2. ix  + 3 a-1  ~ x 


•vnde  in  genere  colligimus : 

fix  „ f fla • fla* . 

~?~C~  " j»-i  ;(s-2  jx-* 

l1a)—‘  axdx 

^ {n-i)(n-z) i x 

Coroll.  i. 

22 6.  Admifla  ergo  quantitate  tranfeendenta 

hanc  formulam  axxmdx  integrare  poterimus, 
x 

fiue  exponens  m fuerit  numerus  integer  pofitiuus  , 
fiue  negatiuus.  Illis  quidem  cafibus  integratio  ab 
ifta  noua  quantitate  tranfeendente  non  pendet. 

Coroll.  2. 

227.  At  fi  m fuerit  fradus  numerus , neutra 

folutio  negotium  conficit , fed  vtraque  feriem  infi- 

5 2 ni  tam 




(n-ij{n-z) i.ar 


( 
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nitam  pto  integrati  exhibet.  Veluti  fl  fit  wiz— J 
habebimus  ex  priore 
rfdx  _.t  i t.3  $ 


i7S7+eK>yjr+c 


f Yx  ~a  la~^~lx,laf 
ex  pofteriore  autem ; 

jfdx  a*  *x  *+x'la  %x\la)*  1 6x*  la)4 

/>^C+Fi<  r-TT+T T7-rjrs^+eK  ’ 


Scholion  i. 


*2  8.  Hinc  quantitas  trattfcendens  /— — per  fe- 

riem  exprimi  poteft  fecundum  potcftates  ipfius  * 
progredientem.  Cum  enim  fit 


o*  = « -+•  x l a 4-  ^ + e te 


/ 


cfdx 


exit: 

xla  x4(laf  x*(!a)* 

T+Trr+TT;T 

x i. x,  2 1.2,3  3 

»•(/«)* 

nriTf + 

ac  (i  pro  a fiimamus  numerum , cuius  logarichmns 
hyperbolicus  eff  voltas , quem  numerum  littera  g 
Indicemus  , habebimus 
e*dx  _ _ x t £ t x*  t x4 


4-efc, 


Atque  hinc  etiam  ponendo  vt  fit  x~lz 

formulam  fupra  memoratam  per  fcriem  integraro 
poterimus : 

/S=c +ift+?+t45L-+s.SS?+iJf£c« 

quod 
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quod  integrate  fi  debeat  euanefcere  , fiimto  z—o  , 
confiatis  C fit  infinita  , vnde  pro  reliquis  cafibus  ni- 
hil concludi  poteft.  Idem  incommodum  locum 
habet,  fi  euanefeens  reddamus  cafu  z—  i,  quia 
llz  — l o fit  infinitum.  Cacterum  patet , fi  integrale 
fit  rcale  , pro  valoribus  ipfius  z vnitate  minoribus, 
vbi  Iz  eft  negatiuus , tum  pro  valoribus  vnitate 
maioribus  fieri  imaginarium  , et  viciflim.  Hinc  ergo 
tuitura  huius  fun&ionis  tranfeendentis  parum  cogno- 
fcitur. 

Scholion  2, 


IZQ.  Quando  vel  integratio  non  fuccedit,  vel 
feries  ante  inuentae  minus  idoneae  videntur , hinc 
quantitatem  a*  in  feriem  refoluendo  ftatim  fine  alii» 
fubfidiis  formulae  a*X</r  integrale  per  feriem  ex- 
hiberi poteft  , erit  enim  : 

faxXdx^fXdx  + TfXxdx  + l±£-fXx*dx 

-4-  f X x’dx + etc. 


Ita  fi  fit  habebitur  i 

xn+.  j ^la  xf>~*mt(la  )* 

Ja*xndx  C-H  I7ai»4 ^3) 

x^Hla)* 

4- 7 — - — 4- etc. 

i-2.3(«+  + ) 

tbi  nOtantum,  fi  n fuerit  numerus  integer  negatiuus, 
xn~t~‘ 

puta  n i t loco  ~ ~r  icribi  debere  Ix. 


S 3 


Exem- 
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Exemplum  3. 


430.  Formulae  integrale  fer  feriem  irfi- 

tam  exprimere.  ^ f 

Per  priorem  fblutionem  obtinemus  ob  X — rr*» 
r 1 r\ dp ' - r—  dQ—  ±-LZ-  etc 

P — J*  =(—*?  5.O.— JS— C — -*.)•»  *W>-(.-.***  etc* 
hincque  fequcntem  feriem; 

_ax d x xf  , 1 . , «•  * _ * i_o,/-  ^ 

/ “ — “ V (r^xja' ~ t" (>-*)Ma)4^ettV 

1 A 

Aliae  feries  repcriuntur  fi  vel  d“  vel  fra&io  jrs  ia 
fcriem  euoluatup.  Commodifiima  autem  videtur , 
quae  feriem  fingendo  eruitur  : breuitatis  gratia 
pro  a fumamus  numerum  et  vt  le^  J»  ac  ftatuatur 

i}~  fe» 

iam  pro  y fingatur  haec  feries 

yzz/' ~ A + B*  + Ca^-I-Da*  -I-Eat  ~\r F x -f-  etc. 

J i—X 

eritque  fafta  fubftitutione ; 

B + 2 Cx  -+-  3 D x*  -+-  4 E a:’  -4-  5 F x*-)r  etc.  t 
- B - aC  -r-  3D  — +E 

— i—  j — i —i  — » ^ 

Tnde  eliciuntur  iftae  determinationes: 

B = i I E={d  + *'+i+5) 

C — !(i  + 0 F=J(«  + i+i+i+H) 

J)r=i(x  + x+»)  } etc. 


Proble- 
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Problema  22. 

a3 1.  Formulae  differ  enti  alis  dyrrx^d*  mte* 
graJe  inuejligare  f ac  per  feriem  infinitam,  exprimere , 

Solutio- 

Commodius  hoc  pracftari  nequit  f quam  vt  for* 
mula  exponcntialis  x*x  in  letiem  infinitam  conucr- 
' tatur  , quae  elt 

*•  * 1 (•].  I * 1.3.  t-  4 T tlU 

qua  per  d x multiplicata  f et  lingulis  terminis  in- 
tegratis , criC 

/dxzzx 

fx*xix=et?-$) 

SxU*[lx)'=x'(±3!-4?+  ^ j 
fx'dx(lx)t—xtl}-l~—'^l£ll-]  -[*  — t'rj—  j 
fx'lx{lx)4-x'{  «jjj, 

et c. 

Quare  fi  haec  feries  fubftituantur  , et  fecundum  po- 
teftates  ipfius  /j,*  difponantur , integrale  quacfitum 
exprimetur  per  has  innumerabiles  feries  infinitas  i 


jzzzfx^d  X—  -f-a*(  1 — ^ 


•»** 


n*x*  n*x* 

i" 


etc.) 


**  ^ 4*  7«  -Hir  -etc.) 

" ■*  f,3c)  ' »*  , «***  «»X*  „«,4  ' 


, 

"t"  ,T“ P-+--7? 


. n’x*(lx)l,  , „ ntxf 

~ t.t.t  v p — jr  -f-  tt  - 


etc. 


, n*‘*  , 

+75 — etc.) 

"*c*  , n*x*  . 

— 75-— etc. ) 


quod 
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quod  integrate  ita  eft  fumtum,  vt  euanefcat,  pofito 

XZZQ. 

Corollarium. 

a 3 a.  Hac  ergo  lege  inftituta  integratione,  fi 
ponatur  x-i  , valor  integralis  fx'*dx  huic  fenei 
aequatur : 

* i n*  1,1  » B i ~ etc 

i—  J «•  ; ctCl  . „ 

quae  ob  concinnitatem  terminorum  omnino  eft  notatu 

digna. 

Scholion. 

a 3 3.  Eodem  modo  reperitur  integrate  huiui 
formUlaC:  , , 

j-fxn*xmdxz:fxmdx(i+nxlx-\-—^i  r «... « ^clcv 

erit  lingulis  terminis  integrandis ; 


u. 


fx^dx-  — 

fxn+' dx{lx)~ *’M"! C ) 
fxm+'dx[lx)'  =zxm+!  ( gj-t-dp-rir  4-j^ir) 

fxn+'dx[lx)'~x*+*  ) 

etc. 

Quod  fi  ergo  integrale  ita  determinetur  , vt  euane- 
fcat  pofito  xrro,  tum  vero  ftatuatur  xzzi  , pro 
hoc  cafu  valor  formulae  integralis  fx  x dx  expri- 
metur hac  ferie  fatis  memorabili; 

1 " 1 »1 _ 1 

jr+i  n»-*- » )*  +i*  + ')‘  ( m -f- 7?  • (rn-+- o* 

quae  vti  manifeftum  eft  , locum  habere  nequit,  quo- 
ties m eft  numerus  integer  negatiuus. 

Alia 
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Alia  exempla  formularum  exponentialium  non 
idiungo,  quia  plerumque  integralia  nimis  inconcinne 
exprimuntur,  methodus  autem  eas  trabandi  hic  fuffi- 
cienter  eft  expolita,  lnterim  tamen  lingularem  at- 
tentionem merentur  formulae  integrationem  abfolute 
admittentes,  quae  in  hac  forma  continentur  e*(d?+?dx) 
cuius  integrale  manifefto  eft  e*P.  Huiusmodi  autem 
cafibus  difficile  eft  regulas  tradere  integrale  inueniendi, 
et  conieburae  plerumque  plurimum  eft  tribuendum. 

e*xdx 

Veluti  fi  proponeretur  haec  formula  ^ ^ , facile 

eft  fufpicari  integrale , fi  datur , talem  formam  effe  habi- 

exz  TT  . . , ^{dzli+x^.+xzdx) 

turum  Huius  ergo  diflerentiale — * 

cum  illo  comparatum  dat  dz(i+x)+xzdx~xdxt 
■vbi  ftatim  patet  effe  z ” x , quod  nifi  per  fe  pate- 
ret , ex  regulis  difficulter  cognolceretur.  Quare 
tranfeo  ad  alterum  genus  formularum  tranfcenden- 
tium  iam  in  Analyfin  receptarum  , quae  vel  angu- 
los vel  finus , tangentesue  angulorum  complebuntur. 


T 


CAPVTV, 


14*  •*>«$£  ) © ( Sfv- 

CAPVT  V. 

D E 

INTEGRATIONE  FORMVLARVM 

ANGVLOS  SINVSVE  ANGVLORVM 
IMPLICANTIVM. 


Problema  23, 

" ' * / 

234- 

Propofita  formula  diflerentiali  X^xAng.fin,*,  eius 
integrale  inueftigare. 

Solutio. 

Cum  fit  d , Ang.  fin.  X—  y ( , -x  xy  , formula  pro- 
pofita,  ita  in  feftores  difcerpatur,  Ang.fin.jtxXrfx  Si 
iam  Xdx  integrationem  patiatur,  fitque  JXdrzP,  erit 
noftrum  integrale pC^  AngJin.arz:PAng.finjr-/^sj-| 
itaque  opus  redu&um  cft  ad  integrationem  formulae 
algebraicae , pro  qua  fupra  praecepta  funt  tradita. 

Caeterum  fi  fuerit  X~  , manifeftum  eft 
integrale  fo*e/yin=-E3;)Ang.fin.ar=ri( Ang.  fin.jtf)*  $ quo 
folo  cafu  quadratum  anguli  in  integrale  ingreditur. 

Exemplum  1. 

235.  Hanc  formulam  dy=x"dxAng.fin.x  in- 
tegrare, Cum 


Digitized  by-Google 


C APVT  V. 


>47 


jJl-hl 

: Cum  fit  V~fx*dx— — ■ — habebimus 

n-\- 1 

X'1-*'1  X’1-*'1  dx 

J=— Ans.Co.^-^/— — r 

Hioc  pro  variis  valoribus  ipfius  n erunt  integralia 
ope  §.  120.  eruta,  vt  fcquentur: 

/dx  Ang.fin.xrrxAng.  fin.x+V  ( i —xx)—  i 
fxdx  Ang.fin.  xrJxxAng.  fin.x-KxV(i  -xx)  ~l  Ang.fin.ar 
/x 'dx  Ang.  fin.  x r J x*  Ang.  fin.  x -f  J (ix’+|)  V ( i -xx)-*  . J 
fxldx  Ang.  fin.  x r J x4  Ang.  fin.  x-h{(  l x*+  ^ x)  V ( i-xx) 

— ;.’tt  Ang.fin.  x 

quae  ita  fiint  fumta,  vt  euanefcant  pofito  x=o. 


Exemplum  2. 

43 6.  Hanc  formulam  d y==  777—77  Ang.  fin.  x 
integrare. 

' Cum  fit  -V(i— xx)=P  erit  inte- 

grale  quaefitu m y—Q.-V ( i-xx)Ang.  fin.x 
ficque  habebitur  : . 

r==/vfTZVT)Ang.  fin.xzC-V(  i-xx).  Ang.fin.x4-x. 


Exemplum  3. 


237.  Hanc  formulam  dyzz 


dx 


(i-xx)* 


-Ang.fin.* 


integrari. 


T a 


Hic 
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Hic  efi  V=f—tX-j=v^—) , T„dc  fi. 

(i—  XX)  ‘ 

J = vT^r^Tj Ang.  fin.  * -/.iL^h  feu 

d X ^ 

rzf- rAng.  fin.xrprj^jx  ■ Ang.  fin  .x+lY  ( x-x*) 

(i-xx)* 

quod  integralc  euanefcit  pofito  xzzo. 

Scholion. 

238.  Simili  modo  integratur  formula  dj 
— X</x  Ang  cofx.  Cum  enim  fit  d.  Ang.cof.x::^— j,. 
fi  ponamus  /X</x  — P,  erit  y — Y Ang. cof  x+f-^—y 
Quin  etiam  fi  proponatur  formuta  dynXdx Ang  tang-x, 
quia  efi  d.  Ang.tang.x  = HfrFi  > pofito /Xdx=z?  * 
erit  hoc  integralc 

y zz.fXdx  Ang.  tang.x— P Ang.  tan g-x—f~~,  . 

Quoties  ergo  /Xdx  algebraice  dari  pote  fi  , toties 
integratio  reducitur  ad  formulam  algebraicam  , fic 
que  negotium  confeftum  efi  habendum.  Cum  igi- 
tur in  his  formulis  angulus , cuius  finus , cofinus  ,, 
Tei  tangens  erat  ~x  , iueflet , confideremus,  etiam 
eiusmodi  formulas,  in  quas  quadratum  huius  anguli* 
altiorue  potefias  ingreditur. 

Problema  24. 

439.  Denotet  (p  angulum  , cuius  finus  tan- 
gensue  efi  fundio  quaedam  ipfius  x , Tnde  fiat 

i<$ 
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i<^~udx  , propofitaque  fit  haec  formula  dj~Xdx.$n 
quam  integrare  oporteat. 

Solutio. 

Sit  /XdxzzP,  vt  habeamus  djrz  4>VP,  eritque 
integrando  jr—(PnP— 'Pudx.  Iam  fimili  modo 
iit  f?udx—Q_,  erit  (»-i) 

QudXy  tum  pofito  /Qudx~R,  erit  / (p''1  Qudx 
=z(P*~2R—{n—2)f<Pn~zRudx.  Hocque  modo  po- 
teftas  anguli  Cj>  continuo  deprimitur  , donec  tandem 
ad  formulam  ab  angulo  4>  liberam  perueniatur  : id 
quod  femper  eueniet,  dummodo  n fit  numerus  integer 
pofitiuus  , et  haec  integralia  continuo  fumere  liceat 
/XdxzP,  /Pm/rrQ,  fQudx~R,  etc.  quae  inte- 
grationes, fi  non  fuccedant,  fruftra  integratio  fufcipitur. 

Exemplum. 

*40.  Sit  4)  angulus  cuius  /mus  , tt  Jit 
dfo— y(  .If-girr  > integrare  formulam  dy— (P"dx. 

Erit  ergo  X=  i , x,  4=/><7=¥ 7)=“  ^ (*-**)> 

R=/yT^7=-*,  S=f7r^nr)=zV( i-**), 

T~  .rete.  quibus  valoribus  inuentis  reperietur  : 

y —f$n  dx  ■=.  (J)'1  x +» 4*'1” 1 V ( i — x x )-»(»- 1 ) 4>*~1  x 
— »(«—  i )(«—  2 V [i  — r.r)-f-ctc 

Pro  variis  ergo  valoribus  exponentis  n habebimus 
f$dx  — $x-\-V(  i—  Xx)—  i 
f<$ 'dx  — 0’  x + a (p  V ( i — x x ) — i . i x 
J$z  dx-<$’  x-\-  3 y (t-xr)-3.24>2T-3.2.iy(i-;rxHtf 

etc. 

T 3 inte- 
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integralibus  ita  determinatis , vt  euanefcant  polito 
X — O. 

Scholion. 

941.  Si  fit  Xdx  — udx  = formulae 
integrale  eft  fimilique  modo,  fi  fuerit  <D 

fundtio  quaecunque  anguli  4>  formulae  OudxzzOdfy 
integratio  nihil  habet  difficultatis.  Multo  latius  pa- 
tent formulae  finus  cofinusue  angulorum  et  tangen- 
tes implicantes , quarum  integratio  per  inucrlam 
Analyfin  ampliffimum  habet  vfumj  cum  praecipue 
Theoria  Aftronomiae  ad  huiusmodi  formulas  fit  re- 
duda.  Prima  autem  fundamenta  peti  debent  ex  cal- 
culo difierentiali , vnde  cum  fit 
fin.wCp  = »<*<$> cof.»$>  i </.  cof.  »<£>:=— «</<£> fin.«<t); 

d.  tang. » q) — 

- ^ — «1  <2  <P  « » _ nd  eo/*  $ 

COt.  Tl  CP  . — /i*.  n <p*  1 d-  jfnu  n(p  ' — /in. n <P*  * 

, 1 n j $fm.  n <P 

d-  coj. * <JT  eo/.  It 

nancifcimur  has  integrationes  dementares  : 

~ /</(J)Cof.»(pzr£fin.»(P  i / </(pfin.n<P=— *cof.«(J> 
Jcoj.  11  ($ * — ii  tang.  n (P  j fjm.  R Jcot.w^ 

fd  (p  cof.  n CD __  t # fd  QJnt.nQ . . * 

^ Jin.ntf5' n /r*.  «$  i J co/.  — nTcq/TT$ 

Vnde  ftatim  huiusmodi  formularum  differentialium 
d <p  ( A 4-  B cof.  <p  d-  C cof.  2 <P  ■+-  D cof.  3 <P 

H-  Ecof.4<Petc.) 

confequitur  , cum  integrale  manifefto  fit 

A<p+  B fin-  <P  + i C fin.  a <p + ; D fin.  3 (p+  i Efin.  4<P  «e. 

Deinde 
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Deinde  etiam  in  fubfidium  vocari  conuenit,  quae  in 
elementis  de  angulorum  compofitione  traduntur : 
fcilicet 

fin.a.Gn.prIcof  (a-p)-Jcon(a+(3);  cof.a.cof.(3r:  'cof  (a-  (3) 

-t-icof.(a+(3) 

fin.  cicof.  (3  = i fin.  (a  + i fin.  (a- (3 ) =:  i fin.  (a+ (3) 

. . -Jfin.((3-a) 

vnde  produfta  plurium  finunm  et  cofinuum  in  fim- 
plices  finus  cofinusue  refoluuntur. 

Problema  25. 

a+2.  Formulae  </(pfin.  <P’1  integrale  inueftigare. 

Solutio. 

Repraefentetur  in  hos  fatfiores  refoluta  fin.^'*. 
rfCpfin.Cp  , et  quia  /V/4>fln.(£>=z-cof.(p  , erit 
y^Cpfin.^r-Gn.  (p^cof.Cp-Kn- 1 l/V/Qfin.Cp^cofCP*' 
Hinc  ob  cof.<p’=  i — fin.  Cj>’,  habebitur 
(</(p fin.  CJ>«= - fin. cof. <p ■+■  ( n- 1 ) fd$ fin. 

-{n-i)fd<pCm.<pn 

■vbi  cum  poftrema  formula  i pii  propofitae  fit  fimilis, 
hinc  colligitur  ifla  rcduftio 
jd<$>  fin.  <p* = - ‘ fin.  (p-’  cof.  $ fd$  fin. <P"- 
qua  integratio  ad  hanc  formulam  fimpliciorem 
^(Pfin.cP*-’  reuocatur.  Cum  igitur  cafus  fimpliifimi 

confient , /</$> fin. Cp^Cp  et  /</<pfin.<p:=— cof.Cp  * 

hinc 
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hinc  via  ad  continuo  maiores  exponentes  * paratur- 

/</(pfin.(p0:=(p 

fd($  fin.  Cj)  ~ — cof.  (p 

fd  4)  fin.(P’=r  — Jfin.4)cof.(J)-f-i<f) 

/ </(p  fin.  (p*  — — i fin.  Cp’  cof.  <P — \ cof.  (J) 
fd$>  fin.(P+~— ifin.Cp’  cof.  (p  - fin.  (p  cof.  (p + ^(p 
Jd  (P  fin.  <p5  r-  j fio.  <P*  <P~  TTs  fin.  Cj5’  cof.  <P- jfi  cof.  (p 

/^fiQ.Cp‘=-'fin.(p5cof.Cp  -iH  fin.Cp*cof.Cp-^fin.<pcof.(p 


etc. 

C o r o 1 1.  i. 

»43-  Quoties  n eft  numerus  impar  , integrale 
per  folum  finum  et  cofinum  exhibetur  , at  fi  n eft 
numerus  par,  integrale  infuper  ipfum  angulum  in- 
voluit , ideoque  eft  fundio  tranfeendens. 

C o r o 1 1.  2. 

»44-  Cafibus  ergo  quibus  n eft  numerus  im- 
par, id  imprimis  notari  conuenit;  etiamfi  angulus 
feu  arcus  (P  in  infinitum  crefcat , integrale  tamen 
nunquam  vitra  certum  limitem  excrefeere  pofie , 
cum  tamen  fi  n fit  numerus  par  , etiam  in  infini- 
tum excrefcat. 

S c h o 1 i o n. 

245.  Simili  modo  formula  JCPcofCP*  trada- 
tur, quae  in  hos  fadores  refoluta  cof.  (p"''.^  cof  (P, 

praebet 
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praebet 

/^(pcof  «p^rcof.Cp^fin.cP-H»- 1 J/VCpcof.Cp^fin.Cp* 
— cof.  <Pn"'  fin.Cp  +-(«- 1 ) /4)cof<ly-a  - (»  - r ) i/</cpcof.<p" 
vnde  cum  poftrema  formula  propofitae  fit  fimilis  , 
colligitur 

/tfCpcof.  <J>"  = ; fin.  (p  cof.  (P*- 1 + "-=y</(p  cof.  (p"-'. 
Quare  cum  cafibus  n~ o , et  n—i  integratio  fit 
in  promtu  , ad  altiores  poteftates  patet  progreflie ; 
/</4)cof  — 

fd<$  cof.<przfin.<P 

fd  (p  cof.  (p’  ~ j fin.  <P  cof.  <P  -4- 1 

fd  (p  cof.  <P * ~ 't  fi n (p  cof  (p*  -+■  | fi  n . $ 

/d<P  cof.  (p4  = i fin.  cp cof.  (p*  -f- fin. <P cof.  <P -+-£*  <J> 

fd(p  cof.  0’ — } fin.  $ cof.  <P* + j-J  fin.  Cp  cof.  <£*+  £7  fin.cp 

/<Apcof.<p*=jCn.<Pcof  (ps+  d fin.<pcof  <p*+  fin.Cpcof.Cp 

etc. 

Problema  26. 

• 246.  Formulae  </<Pfin.cpmcof.4^a  integrale  in- 

venire. 

Solutio. 

Quo  hoc  facilius  praedetur,  confideremus  fadtum 
fin  CP^cof^P’  quod  differentiatum  fit  p.</<Pfin.(p,t“' 
cofiCP’"**1  — K^cpfin-^^^of.cp*-1 . lam  prout  vel  in 

V parte 
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parte  priori  cof. (£’  — i — fin.  <P* , vel  in  pofteriori 
fin  . CP'  — i — cof.CP’  ftatuitur  , oritur 

■vel  d.  fin.  Cp4  cof.  (P*  zz  p.  d G>  fin.  ' cof.  CP*-* 
— ( f* + v)</Cp  fin.  (Jy4"1”  cof  * 

vel  d.  fin.  Cp4  cof  CPT  rz  - vd  CP  fin.  CP*4- 1 cof.  1 

4-  ( p.  + y ) d(p  fi  n.  Cp*4—  cof  Cp’-»* 
Hinc  igitur  duplicem  redudionem  adipifeimur: 

I.  fd  <P  fin.  (P'4-*-1  cof  Cp*—  — — fin.  cp*4  cof  CP» 

-*~£rjd(. p fin.  cp*4— cof  (p’-1 

II.  f dQ>  fin.  (p*—  cof  Cp’-»-*  = ^ fin.  (P14  cof  Cp’ 

fin.  (P^-cof.  (p*—. 

Quare  formula  propofita  /</(Pfin.cPmcof  CPB  fuccefliue 
continuo  ad  fimpliciores  potcftates  tam  ipfius  fin.(p 
qnam  ipfius  cofCp  reducitur  , donec  alter  vel  peni- 
tus abeat , vel  fimpliciter  adfit , quo  cafu  integratio 
per  fe  patet,  cum  fit  fdtyCm.Qi™  cof  <P  =; 4-;^-,  fin-CP"1’*"* 
et  /</Cp  fin.  Cp  cof  cpn  — — ;r^r;  cof  cp*-*"  *. 

(1*  ‘ # . 

Exemplum. 

247.  Formulae  d cp  fin.  cp*  cof.CP'  integraJe  in- 
venire. : ; , 

Per  priorem  redudionem  ob  p.~7  et  y~8 
impetramus 

fdp  fin.  Cp'  cof  Cp7-  - U fin  Cp'cofCp'+  ’n  /</Cpfin.Cp*cofi  <P' 
iftam  per  pofteriorem  redudionem  trademus : 
/t/Cpfin. Cp* cof  Cp”=s*5  fin.  Cp' cof  Cp*  + */</Cp fin.CpW. Cp5 

hoc 
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hoc  modo  vlterius  progrediamur  : 
fd$  fin.  cof.  <J>* = - h fin.  Q'  cof.  0%  T^Cprin.Cj>*concp# 
/</0  fin.  0*  cof.  <J>* = J fin.  cof.  <p‘  + * /rftpfin.  $W.$' 

fd§  fin.<J>*cof.(J),~-y  fin.  0’cof  <£>*+  ’fd(p  fin.Cj^cof  (p* 
fdfy  fin.  <J>'  cof.  q>*  = ; fin.  <P*cof  <p’+ */V(p  fin.  <p’cof.  <J> 
fin.  <p*cof.  <J>=— J fin.Cpcof  <pH-i/2ftpcof  <p  (+;fin  <p). 
Ex  his  colligitur  formulae  propofitae  integrale 
/«/(pfin.Cp'  cof.(J>” 


--;ifin.(JiW.4),+l^fin.Cl)W.4>‘-I-^fin.(l5,cof(Ii* 


+££5  fin.  <P’  cof.  fin.  <p'  cof.  Cp* 


+,i:^5;.-;:-;fin.4),cofy- 

1 **  ^ J**  >4v 

15»  U.  II.  p.  7.  5.1  *1D.  Y* 


7.  6»  4*  j.  x 


IS.ls.II.  9«  7« 


~fin.  (p  cof  <p* 


Scholion. 

248.  Quando  autem  huiusmodi  cafus  occur- 
runt, femper  praeftat  produdum  fin.  (P™  cof. 4)”  in 
finus  vel  cofinus  angulornm  multiplorum  refoluere, 
quo  fido  fingulae  partes  ficillime  integrantur.  Cae- 
terum  hic  brcuitatis  gratia  angulum  fimpliciter  lit- 
tera <P  indicaui  , nihiloque  res  foret  generalior  , fi 
per  ctCf>-v- (3  exprimeretur,  quemadmodum  etiam 
ante  haec  expreflio  Ang.fin.x  aeque  late  patet  , ac 
fit  loco  x,  fundio  quaecunque  fcriberetur.  Contem- 

V 2 plemur 
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plemur  ergo  eiusmodi  formulas  , in  quibus  finus  co- 
finusue  denominatorem  occupant , vbi  quidem  fim- 
plicillimae  funt 

t ^ $ • tt  d $ « TTT  ^ ^ C0^'  ^ • TV  ^ ^ ^ 

*•  fi  a.  0 J coj.  <J)"  5 111*  Jtrimi. P t IV#  coj.41 


quarum  integralia  imprimis  noffe  oportet 
ma  adhibeantur  hae  transformationes 

d (J! d fit.  <P  d $ fin.  $ — dx 


Pro  pri- 


jia.  i — • /in-  Cp*  — 1 — ctf.  — 1 — * * 


(pofito  cof.Cfi-x) 


vnde  fit 

C d®  _ , »i  -4-  x , .i-t-cof.  J 

J fin.  $ — 5‘i  — ~x  **i — e^.  $• 


Pro  fecunda 

d $ j $ co/.  $ d $«>/’.  <t> d « 

cq/.  $ — coj.  <J>*  — 1 — i — xx 


( pofito  fin.  (firjc ) 


ergo 

r-  d $ , . t -t-  x , j 1 j+Jin-jP 

/ cof.  (p  — s • 1 — x — * * 1 — Jiu- V’ 

Tertiae  et  quartae  integratio  manifefto  logarithmis 
conficitur  : quare  haec  integralia  probe  notaffe  iuvabit 


t /-  d $ 1 7*  *+*  e°f-  3)  — / V ( 1 — .**/•  $ ) 1^. 1 /K 

1-  JjitTF— — 'yT75-'^]-/tang.iq; 


n/»  d 3>  __  , .»  -4-Ji*.  Q> 
• J a>J.~$  — s^i  — coJ.^T 


=/$-K£® lr-to"e-(+s'+:<t>) 


III.  /a^S«=/fm.Cl>  -f^=fJ(pcot.lp 


IV.  (p=/^tang.<J) 

hineque  fequitur  III.-}- IV. 

/j7srJl/7$'  = / {7$  = / tang.  <J>. 


Problc- 


Digitized  by  Google 


C A P V T y. 

Problema  27. 


*57 


(J)'"  </45cof.4>m  . 

2«  Formularum  et  .ute- 


gralia  inueftigarc. 


Solutio. 


Primo  ftatim  perfpicitur  , alteram  formulam  in  _ 
alteram  transmutari  polito  $ — 9°*—  , quia  tum 

fit  fin.4>:z:coCvJ/  et  cof.(J)r^4-fin.\|y , dummodo 
notetur  fore  d§—— d\\».  Quare  fufficit  priorem 
tantum  tradafic.  Redudio  autem  prior  §.  a +6.  data 
fumto  f J.  -H  i — m et  v—  i — — n praebet 
dtpfin  <Pm  i fin  (J)’"*’  m—  i </4)00.4)"’-* 


/ 


r_L z_ 

i —n'  cof  4)" 


coi  4)"  ” m-n  col.45‘*‘  ’ m- 
quo  pado  in  numeratore  exponens  ipfius  fin.  4)  con- 
tinuo binario  deprimitur,  ita  vt  tandem  perueniatur  vel 

A f d(P  , , </4)lin.4)  i 

ad  f vel  ad  /-  — 


cof  4^ 


coi 

</4) 


(»  — x ) cofiCP1  1 


ideoque  fola  formula  / cq(  tradanda  fuperfit.  Al- 
tera autem  redudio  ibidem  tradita  ( 24 -6. ) fumto 
p.— irr m et  y—  1 — — n dat 
</4)fin.4)"‘  1 


fin  4)'"■H,  (»-i)  </0fin.4),n 

7 


cof.4)v*’  ' w— «4-2*  coi  45,1- 1 m-n+  2'  cof.Q* 
▼nde  colligitur 

</4>fin-45’"  _ 1 fin  . (w-«4-  2)  ^fin^)" 

f col.4>'  *“»-i  cof.4>’,~’ n—i  ■'cof-Q"-’ 

V 3 


cuius 
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cuius  redu&ionis  ope  exponens  ipfius  coH(J)  in  dc- 

nominatore  continuo  binario  deprimitur  , ita  vt  taa- 

. „ . fin  <bm 

dem  vel  ad  /</<pfm.<Jy’’  vel  ad  / ^of  0 ~ P^116- 

niatur.  Illius  integratio  iam  fupra  eft  monftrata , 
huius  vero  fi  m >>  i per  priorem  rcdu&ionem  for- 
ma tandem  vel  ad  vel  ad  reuocatur, 

illius  autem  integrale  eft  huius 

verq  — /cof.<J>. 


Coro  11.  i. 

250.  Prior  reduttio  non  habet  locum , quoties 
eft  mzz »,  hoc  fcilicet  cafu  formula  non 

reduci  poteft  ad  formulam  / - . Altera  au- 

tem redu&ione  femper  vti  licet , etfi  enim  cafus 
n = i inde  excluditur,  eius  tamen  integratio  per 
priorem  effici  poteft. 

C o r o 1 1.  2. 

151*  Ratio  autem  illius  exclufionis  in  hoc  eft 
pofita,  quod  formula/— — eft  abfolute  in- 

tegrabilis , habens  integrale  Erit 

ergo 
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d (£»  , Jin.  $>♦ 

— *•  coj.  ip*  . 

— jtang.Cp*- 


ergo  pro  his  cafibus: 

/4&=$»=t»°g-<P>  /$$4=;.t£=!f«ng.<]>* 

/*$&£  = {.SJk={-*4>r« 

Exemplum  i. 

a 5 2.  Formulae  — — — integrale  effigiare. 
Prior  redu&io  dat : 

J COf<P  W— I i ™ cof.$ 

Hinc  a cafibus  per  fe  notis  incipiendo  habebimus: 


/<s£r$— /tang.'(45*-i-i0}  - 

= - /coC  0 = /ftc.  0 • 

. . ■ ; •'  ; 

/tAe|^=-;fln.4>'+/ftc.<t)  i.:'  - 

yi*&«-‘=-jfin.0’-fin  0+/4§r 
^1® =• - : fi».  0‘-  i fio.  /fec.  $ 

/t^|-=-iIlD.0‘-;Gn.0,-ifm.0-+/fcC.0 


Scholioo. 
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Scholion. 

253.  Pro  reliquis  cafibus  denominaturis  totum 
riegotium  conficietur  his  redudtionibus  : 

.</<£>  fin.  fin. Cpm-+-1 

</$fin.4>TO  _t  fin.^-*-'  (»-x) 

* cof.0*  cof.Cp’  2 ' cof.Cp 

^(pfm.qy"  _ _ fin  (p"-*-  [m-z)rd$hn 


cof.  Cj>* 


cof.  4>* 


-/ 


cof. 


</4>fin.<pm  t fin.Cp"’-»-  (w-3W4)fin<p 

J cof  0’  — *•  mC  /X\*  ~ A j rnC  (f?~ 


cof  (p 


cof  (J)4  4 

etc. 

. Exemplum  2. 

dd) 

254.  Formulae  ^-^n~  integrale  ajjignare. 

Altera  reduttio  ob  mro  fit 
rfC})  _ 1 fin.(J>  n-  2 _ 

^ cof$"  — 1*  cof(J>"~'  + »-x  ' coC^-' 

quia  iam  cafus  fimplicilfimi  /</$  — $ et  /4^ 
=r/tang.(45°-l-J(J))  funt  cogniti,  ad  cos  fequentes 
omnes  reuocabuntur : 

f d <P  J~n.P 

y — cof.  $ 

/ _£$ , , , /■  dfl  * 

* cof  p> 5'  CO/.  $»  *T“  ij  cof.  $ 

/d<P  , Jm.  <P  , , Jm.  $ 

cof.  tf>*  — j-  co/.P*  t™  »•  cof.  (J) 

, Jia-  4>  , i.i  fin-  $ , i.  i f d $ 

^ ' cof.  <J>*  "i  *.  « J cof  <£ 


dp 

cof.pi  — ?•  cof. 
dP  , fin.  P 


/jt  Cp  , fin.  q>  /in.( ) Jw.q) 

— I'  etf.  <f>‘  "•  «.  f 'eoj.p*  *T“  f.  j •cqf.  <jf* 


CorolL  x. 
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Coroll.  i. 

255.  Simili  modo  habebimus  has  integrationes: 

* a /»  d $ ^ # 


— /tang.  • 

r «*<P  _ , co/.q>  /-a» 

i /I».  <p* »*/«»  <P*  "T- *//m-  $ 


r d <J>  . <”/•$. 

r d<P  . cof-T) i.  t coL$  , i.  f /•  d ♦ 

y/ia-  <p*  — ■ fjjn.<p*  u ♦ /1».  <jl*  1 “ 1. 4 / 


_*  WJ*$ 

1'Jn.ty 


Jt*4 


etc. 


Coroll.  2. 

055.  Deinde  eft 

,.<70  fin.0  1 1 _ r<*0cof0_-i  t 

f “COL05*--  ^cof.0~iCt^  fin.0'"»-! 

Porro 

</0fin.0*  _ y0  y0 

^ cof  0"  “A cof.  0"  “Arof.0”-1 5 
</0cof.0*_  //0  _ _JP_ 

J -/fin.  0"  ' fin.0'1-’ 

</0  fin  0*  __  d 0 fin.  0 d 0 fin.  0 
et  f cof. 0" . cof.05  > ^0^ ; 

</0coi  0’ y0cof.0  y0cof.0 

■*  fin.0"  ■*  fin.0*  'fin  0’1-’ 
quibus  reductionibus  continuo  vlterius  progredi  licet. 

Problema  28. 
dtp 

»57.  Formulae  pin integrale  inuefti- 

gare. 


X 


Solutio: 


l6z 
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Solutio. 

Redudtiones  fupra  adhibitas  huc  accommodare 
licet , fumendo  in  praecendentc  problemate  m nega- 
ti ue  : ita  erit 

f _ J. !$ , _i i __ 

J fin.  Cj)m  coi.  (P"  ’T’ -+-  n ' Tin.  (p”1’*’1  coi. 

«x-t-x.  </<£> 

m-\~n  ' fin.^^cof.Cj^ 

vnde  loco  m feribendo  m — a per  conuerlionem  fit 

d<$> 


■/fin. (J)m coli 4)"  m—  i *iiH. Cj>m — 1 cofl — 1 
«H-w-2  _ d<P 


1 m- 1 ^fin.Cjy—^cof. CP1* 

altera  huic  fimilis  eft 

r dQ>  i i m + n-z 

fin. (p"1  cof. (f)"  n—  x ■fia.C})'n-,coCC})’,",’^"  n—  i 

r ^ 

„ ■*  fin.  (J)1"  cof  CP”  : *' 

Cum  iam  in  hoc  genere  formae  fimpliciifimae  fint : 

fjm.  /tang  fco^tb  — ^tang.(45  -K  0)  i fjm&offi  ^/tan  .(p ; 

/iW  — cot.  cp  j feoJ'  ~ tang.^J) 

hinc  magis  compofitas  eliciemus : 

/V  j $ L . r . r £<?>  » , rd$ 

Jin.  cp  n).  ij»  — ^/7$ ~rj  Jin.  <|) 1 J Jin.  ^ co]$  — ~JmT§ ~T~J ajfcf 

/*  d j t . *•  d i |)  p d $ jt 

•'Jin.  <Pcoj.fr  — i- en f.  <J>» "t* / atf.-ft  i Jjm.  (p*  co]$  — 3-fi^sp 

dj) 

“i " /jS (ji’  coj.  4> 
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r_d$  1 « , e d<$  m f £$ I 1 

/ fni.CB  co/.J*  — $•  cof  $5  “T-y  Jm.  p co/Tf*  ) J Jm.^coj.Q  — s ‘Jin 

Cp 

“i  Jin.  <P*co/i3> 

r-'  dt  , >.  ..  . /•  d$  d$  — 1 1 

J Jin.  co/lj)»  — »•  co/.  (fi  ~T~J  Jin.  $ cojfi?  i 7 /iiu  <P*  toj ■ q>  — «* 

. /•  rf  4> 

"""»  ) Jin.  $ £0/.  i 


^ d ^ j 1 4 f d 4)  _ _ f d 4)  1 t 

/ Jito  $ cof.  &f7$*  IJ  Jin.  Cp  co/f$*  » 7 /in.  Cp*  cqMP  — ?*/iu.  <J>* 

, r 

' I / /in.  (J)*  co/.  <J) 


/*  d $ , .»  . r d $ > 1-  jJP _1  * - 

J Jin.  $ ioJ-W  — ~vj  Jin.tyhjiW*  t J fm.  Q*  cificp  — 6 • /m.  p« 


d CP  __t 


CtC. 


1 f jin-  <J>S  co/7$ 


dQ  i r d (p  _ 1 t r 

f jm^oj^i — /in.cpcoj.cp  4-  27/7sr$> — -jin.  $«/.■$  4-  y aj.  $•' 

f fiii.  (p1  coji$^  — ' V/m.^oj/cpi  4"  i _/~Jm-  $4 »(.  <p* 

/•  d 0 j * | 4 r ^ ^ 

I /TT^To/Tcp*  — 3- /m. (prco/- /»*•  $* *>£$*  # 

Sicque  formulae  quantumuis  compofitae  ad  fimpli- 
ciores  , quarum  integratio  eft  in  promtu , reducun- 
tur. • 

Coro  11.  i. 

2$ 8.  Ambo  exponentes  ipfius  fin.Cj)  et  cof.(J) 
fimul  binario  minui  polTunt : erit  enim  per  prio- 
rem reductionem 

</4>  1 i l 

f fin.  (pu  cof.  (J)’  ~ p.  — x*  fin  Cpa—  cof. 

p.  + y-2  d(p 

+ fji-i  J fin. 4^’ cof. $ 

X 2 


» 

nunc 
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nunc  haec  formula  per  pofteriorem  ob  mzz  p.  — a 
et  n—v  dat 


d§> x i 

f fin  4^“’  cof.  0*  v - x'fiu.  Cjy4  *col.  Cji* — • 

d<$>  __ 

y — i * fin.  Cfy4^?  cof.  4>'t— ’ 

mde  concluditur  : 

X X JJ14K- 2 i 

f fi^c^- " jw * fin.4y*-,coi4)'-,'f' (fJL-iX»'-1)'  fin  <p“-’coI  <p* 

(fui-t  y-gVp.+v-4 ) d§> 

i \ 


C o r o 1 1.  2. 


fin.<P(i-*col.<Pr*  * 


a 59.  Prioribus  membris  ad  communem  de- 
nominatorem  reductis  obtinebitur 

d (p  ( p.  — 1 ) fin.  <P*  — (v—  1 ) cof  0* 

•^"fin.  C}>*  cof.  ( p.  — 1 j (v—  1 Jfin.CP^^cofiCP*- * 

_ ffi+»-al(}x.+y-4)  d$> 

(|jl—  x)(v—  1)  ^ fin.<p,‘",cof.(P,'* 

qua  reductione  femper  ad  calculum  contrahendum 
Yti  licet  nili  vel  p.~i  vel  vzzi. 

Scholion. 


d<p 

*(fo.  Huiusmodi  formulae £— ^ etiam 

hoc  modo  maxime  obuio  ad  fimpliciores  reduci  pof- 
funt;  dum  numerator  per  fin.<P*-l-cof.<P’— x mul- 
tiplicatur , vnde  fit 

- _ r d$ , d§ 

-'fin.  (pm cof  (p1  fin. (p7"-*  cof  (p1  fin.  (pmcof  (p""* 

quae 
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qnae  eousque  continuari  pote  fi , donec  in  denomina- 
tore  vnica  tantum  potefias  relinquatur.  Ita  erit 

r d Q _ rd  (Jlfin.lp  t * d $ c*/,  3)  . /in*  0 

J Jm.  Cjf.lfr  — / caf.  <J>  "T- / Jin.lf.  — • • 

r d$  i*  d 0 , r d (p  fi*.  <J(  cqf, ^ 

y /i««  <P’  coj.  4>*  — J /m.  CJ)1  ' I J coj.  p*  — c of.  $ jni.tjT» 

</( f) 

Quodfi  propofita  fit  haec  formula  / , 

in  fubfidium  vocari  poteft,  efle  fin.^cof.CpiGfin.aCf), 
...  - </  (0 

«*  habc,ur/fi^^=a"/(ir^<‘  p'11"'  *■-*«>. 
quae  formula  per  (uperiora  praecepta  refoluitur.  His 
igitur  adminiculis  obferuatis  circa  formulam  fin.  Cj>”* 
cof  (P' , fi  quidem  m et  n fuerint  numeri  integri 
iiue  pofitiui  fiue  negatiui  , nihil  amplius  defidera- 
tur  : fin  autem  fuerint  numeri  fra&i  , nihil  admo- 
dum praecipiendum  occurrit  , quandoquidem  cafus  , 
quibus  integratio  fuccedit , quafi  fponte  fe  produnt 
Quemadmodum  autem  integralia  , quae  exhiberi  ne- 
queunt , per  feries  exprimi  conueniat , in  capite  fe- 
quente  accuratius  exponamus.  Nunc  vero  formulas  fra- 
ftas  confideremus,  quarum  denominator  eft  a + £cof.<J) 
cinsque  potefias , tales  enim  formulae  in  Theoria 
Aftronomiae  frequentiflime  occurrunt. 

Problema  29. 

261.  Formulae  difiercntialis  integrato 

iaueftigare. 

X 3 Haec 
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Solutio. 

Haec  inueftigatio  commodius  inftitui  nequit  f 
quam  vt  formula  propofita  ad  formam  ordinariam 
reducatur  , ponendo  cof.  (J)  zr  ) vt  rationaliter 
fiat  fiu.  (J)  ~zhex  , h incque  d($  cof.  (£>  — 
ficque  Quia  igitur  a4-*cof.Cj^^^ 

erit  formula  noftra  ^-^.^a  + ^ta-Mxx  quae 
prout  fuerit  a^>b  vel  a<^b  , vel  angulum  vel  lo- 
garitbmum  praebet. 


Cafu  a<^b  reperitur 

/d  c . (a  _ b ) x 

a-i-b  coj.  4)  — V ( a a _ 46 ) ArC.  tang.  y ( a a — t,  b ) 

cafu  a^>  b vero  eft 

r i_ , a a)-4-  x(b  — n) 

. . J a V ( b b - a a ) ^ y (6  b — aa)-x(  b -a~)’ 

Nunc  vero  eft  *=V  7^.|=tang.i<I)=:7^r ; 
qua  reftitutione  fafta  , cum  fit  2 Ang. tung.  $f=r.TF) 

~ An§-  ^"2-  = f"S-  tang- 

=zAng.tang/^^|^. 

Quocirca  pro  cafu  *>£  adipifcimur : 

/ r+TcojTQ  — y ( aa-bb) Ang. tang. ^rr~  feu 
/»  -+.  6 coj^i  — 7775  rF  ij  Ang.  fi  n . fiue 

f.  ^ $ ' . y.  0«>f.  $_1_6 

y o -+-  6 cof.  <J)  y ( 0 a - 6 J ] Ang.  fin.  r^Tco/T^* 

Pro  cafu  autem 

f.  rflP — - - •»  7 V f ^ tr  >f  , . 

7 « -#-6c<?r-  <J) — vTT6-fla  J * yjt: 


-wflf)-4-VfS-alfi  - ta/4>) 
<P)-  V ib-a)  ( 1 — (oj.<p ) 

feu 
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feu 

d P i , acj/.  $ -t-fe-f-fa  P Vf  Si  — ■ it  a ) 

c-t-ocaf.p — V(6i>-Taj*  a -+-  6 e>/.  4>  • 

At  cafu  b~a  , integrale  eft  rf — Jtang.*<P>  vnde  fit 

fr£zr$ — tans  j <P — 

quae  integralia  euanefeunt  fodo  (pr=o. 

C o r o 1 1.  r. 

i6i.  Formulae  autem  in* 

tcgrale  eft  \1  -a  , ita  fumtum  , vt  euanefeat 


pofito(J)=Oi  ficque  habebimus 


r d . i ; - - 

J a b cof.  — b1  a-H4aj/r$' 


a ■+■  b 

■i-bcSf 

Coroll.  2. 


a<J3-  Formula  autem 

d $ a d $ 


transformatur 

in  V- bJT^hb^W  > vn^e  integrale  per  folutionem 


problematis  exhiberi  poteft  : 

r d P cof.  $ $ a_  - dtp 

7 « + bccf.  4)  — 6 F J a -+-  b cof-  (p* 

Scholion  i. 

a54.  Integratione  hac  inuenta , etiam  huips 

d(p 

formulae  ^ 'a^-bcoi  (py»  intcSrale  inueniri  poteft,  ex- 

iftente  n numero  integro ; quod  fingendo  integralis 
forma  commodiflime  praeftari  videtur : 


f d (p  _ A lin-  tp  , f d tp 

J ( a ■+•  b eej-  4>  )* — a-t-6  a-f-beoj. 


A /;n.  (p 


d$ 


ac 
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ac  reperitur  A=^—jt  i ct  m — 


e dtp  ( a ■+■  bk>/-4>  )/«•<$> 

J (c  -+-  b coj.tp j * — * l a -t*  6 oof.  $ J* 


ri* 


•Teo/  5T* 


reperiturque 

A — . a a — ~t>  b 


— ab 


® > a ( e a — bb)  » 

Cmilique  modo  inueftigatio  ad  maiores  poteftate* 
continuari  poteft,  labore  quidem  non  parum  taediofo. 
Sequenti  autem  modo  negotium  facillime  expediri 
videtur. 

dC J>'  f+gc of.<J>) 

Confideretur  fcilictt  formula  generalior 
ac  ponatur : 

d$(  /4-gcof.4>)_  A fin.  $ ef(J)(B  + Ccof0) 
$ (a  + ^cof.^/^^ltf+^col.^/1^''  (a+^cof.4>,* 
fumtisque  diffcrentialibus  , illa  prodibit  aequatio: 
/4-gcof.(p  — Acof.4>(a-l-£cof  (£>)  -4-»A£fin 

4-  ( B + C cof.  (J> ) ( a 4-  b cof.  (J) ) 
quae  ob  fin. 4)* m —cof. (J)1  hanc  formam  induit 
— / — gcof.Cj)  + A£cof.<J)’ 

■\-nAb  4-Aacof (p  — nAbcoi'. (J)T  =r o 
+Ba  +B6cof (j) +C^cof.4>*  j 
4-Cflcof.(p 

vnde  fingulis  membris  nihilo  aequatis,  elicitur: 

a ag  — bf  _ T> aj-b-bg  p — [n — ■ )f  ag  — bj) 

— n(aa-66)?  aa  — bb  ct  ' n(  a a-6  b J 

ita  vt  haec  obtineatur  redudio : 

d Q ( f -4-  g cof  ) _ ( a g — b f)  fin.  $ 

J ( a -t-  b cof.  (p  y+'  — n[aa-bb){a+bco(  Q))H 

l d§(n{af-bg\-\-(n- 1 )(ag-bf jcof.C})) 

n[aa-bby 


_ 7 a a ~4~  b b 

flf  — ,a(  a 1 — bb) 


(fl-t-^cof.(pj* 


cuius 


Digitized  by  GoogI 


C A P V T V. 


x^9 

enius  ope  tandem  ad  formulam  per- 

venitur, cuius  integrale  -‘-04-^-^-^^  eX- 
fuperioribus  conflat.  Perfpicuum  autem  eft  femper 
fore  k~o. 

Scholion  2. 

2 65-  Occurrunt  etiam  eiusmodi  formulae  , in 
^uas  infnper  quantitas  exponentialis  ea<*  angulum 
ipfum  0 in  exponente  gerens , ingreditur  , quas 
quomodo  tratfari  oporteat,  oftendendum  videtur,  cum 
hinc  methodus  reduttionum  fupra  expofita  maxime 
illuftretur.  Hic  enim  per  illam  reduftionem  ad 
formulam  propofitae  fimilcm  peruenitur  , vnde  ip- 
fum integrale  colligi  poterit.  In  hunc  finem  no- 
tetur efle  — ***$. 

Problema  30. 

2.66.  Formulae  diflerentialis  dy-f$d§ fin.(J>* 
integrale  inuefligare. 

Solutio. 

Sumto  e*$d(p  pro  fiuftore  diflferentiali , erit 
y ~ fin.  (p'  - 1 fe**dQ)  fin.  (p*—  cof  0 

fi  m ili  modo  reperitur  : 

fe**d$  fin.  (p’-'  cof.  (pzz^fin  <pn—  cof.  (p  -\[e*®d§ 

( ( » — i ) fin.  Cp’'-1  cof.  <p’ - fin.  (P"  J 
quae  poflrema  formula  ob  cof.<P‘  — i — fin.  0’  re- 
ducitur ad  has: 

(a-i)  fd^dfy  fin.  <p*-‘  - nfc*9dQ)  fin.  (P' 

V vnde 


i7o  CAPVT'V. 

■vnde  habebitur  : 

fe«*d$  fin.$,=;^fin.4>,-jfc«*fi|i.  ^-'cof.^-t-^ 

Quare  hanc  poftremam  formulam  cum  prima  con- 
jungendo , elicitur 

A*V<P  fm.(D”= 

J ^ ^ aa-\-nn 

4-  fe*vd(pCia.$'-\ 

Duobus  ergo  cafibus  integralc  abfolute  datur , fcilicet 
»— o et  n~  i , eritque 

A . ea^(afin.(b-cof  (M 

fe^d(P-^-i  et  fe^dQ)  fin.Cj)= — — - — 


+- 


aa-f- 1 

atque  ad  hos  fequentes  omnes , vbi  n eft  numerus 
integer  ynitate  maior  , reducuntur. 

C o r o 1 1.  i. 


±S“f.  Ita  fi  n — 2 acquirimus  hanc  integra- 


tionem 


/strtfi  fio.  <p’  + -L1.» 

««++  <acL++) 


1.2 


at 
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at  fi  fit  nzz  3 iftam  : 

fea*d( Mn  ^»-ggj>fin^«fin-^-3cor.(P)  g.3f*3(afin.4)-cor.$) 

«a-4-9 

id . 

(aa+i  ^aa-f-9)’ 

Integralibus  ita  fumtis,  vt  euancfcant,  pofito  (J)  — c. 

C o r o 1 1.  2. 

2*8.  Si  igitur  determinatis  hoc  modo  inte- 
gralibus, fiatuatur  aCprr— cv> , >t  euanefcat , 
erit  in  genere 

ff*  ^fin.  <Pn=lrr^i-l/^d<p  fin.  0"-* 
hincque  integralia  pro  ifto  cafu  a<£)  — — cv  erunt: 

• % 

/^^fin.^rrjTf^TT, ; /e^fin.  ^'=55^^ 

Coroll.  5. 

2*9.  Quare  fi  proponatur  haec  feries  infinita 


I.  ?•  T.  4.  J.6 


etc. 


■t  — 1 -i-  a a -+-♦  "1  (ai-f-'}(aa-*-iS)  * (aa-+-4![aa-+-i6Xaa-t-j«)  ' 

erit  s--Afe^d<P[  1 +fin.(p,4-fin.(|54-j-fin.(J)‘+etc.) 

etttd($  . 

feu  S-~af  — q.,  pofito  poft  integrationem  aCpz:-w. 

Y 2 Pro- 
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Problema  31. 

170.  Formulae  differentiatis  cof  iifc* 

tegrale  inucftigarc. 

Solutio 

Simili  modo  procedendo  vt  ante  erit 
t&dQ)  cof.  = i f*$cof  (J)"  fin.  0 cof. 


tum  vero 

4) fin,  0 fin.  4Jcof. $"-■ — * fe^dfy 

(cof  43" — (»—  1 )cof.43'l",fin.43,) 

quae  poflrema  formula  abit  in  -(»-x ) Je*® d<$QoC<$)*~‘ 
•+-nfe*9d<$c of.43"  ita  vt  fit 


fe^dfy  cof.  4)"  = * * cof.  43"  4-  :ri  fin.  <J>  cof  43"“* 

/>«^43cof.  cof  y 


n(  n — ij 


4 (l 
vnde  colligimus : 

Je*®  d 43  cof  43"  — 


e*®  cof  4>n—T  ( a cV.43  4-  n fin. 43) 
aa+  » n 
n[n—i)  * 

' V Lfertd$cot<$r— 


aa4-»«- 
hinc  ergo  cafus  fimpliciflimi  funt 

/^^=i,*»+ciA*V<tcor.4)=^^^)+c 


ao4-i 


ad  quos  fequentes  omnes , vbi  n eft  numerus  integer 
pofitiuus  , reducuntur. 


Scholioa. 
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Scholion, 


271.  Cafibus  fimpliciflimis  notatis  alia  datnr 
Tia  intcgrale  formularum  propofitarum  , quin  etiam 
huius  magis  patentis  r“:,:</(JiGu.(J)’n  cof.cjy  eruendi. 
Cum  enim  produdum  cof.0’1  refolui  poflit 

in  aggregatum  plurium  finuum  Tei  cofinuum,  quo- 
rum quisque  eft  huius  formae  Mfin.XCj)  tcI  McofiXCf), 
integratio  reducitur  ad  alterutram  harum  formula- 
rum ^«/(^Gn.ACt)  vel  ra:fy(Pcof.  X(£>.  Ponamus  cxgp 
X<$>  — u , Tt  habemus 

f*;V(J5cof.X4>rr££,,  </wfin.oj  et 

r“^</(J>cofi  X (J5  rr:  W </oj  cof.  a 


quarum  integralia  per  fuperiora  ita  daaitur : 

Xe*  U(afin.  u-Xcof.ttf)  Xe^afin.XCp-XcofXCly) 
ctcc  -f  XX  oa+XX 


fe^da  fin.oxz- 


.u  X^^acof.a +Xfi[l.w)  X**^(acofX4xt-Xfin.X(£) 

f*  i» COte— — ^ — j* 

Vnde  tandem  colligimus ; 

„ _ ^ ta$  ( a fi  n . X $ — X cof.  X 0 ) 

A*V(pr.n.x<p= — ^ « 

r*^(  afin.  X (j) + X fin  .XCji) 

/***t>«o£*<J>= — 

fi  ingenere  ftatim  loco  fin.(£>  et  cof.Cf)  fori pfi flem 
fin.XCj)  et  cof.X0  , hac  redudione  non  fuiflet  opus; 
fed  quia  hic  nihil  eft  difficultatis  , breuitati  confir- 
lendum  exiftimaui. 

Y 9 CAPYT  VL 
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D E 

E V OLVT  ION  E INTEGRALIVM 

PER  SERIES  SECVNDVM  SINVS  COSI- 
NVSVE  ANGVLORVM  MVLTIPLO- 
RVM  PROGREDIENTES. 


Problema  32. 

272. 

Intcgrale  formulae  per  fcricm  fecundum 

finus  angulorum  multiplorum  progredientem  ex- 
primere. 

Solutio. 

Cum  fit  more  confueto  per  fcricm  : 

— 1 - n cof.  (p-WiVof  (P*-n^of<P^«4cof  (J)4--ctc. 

potcftates  cofinus  in  cofinus  angulorum  multiplorum 
conuertantur  ope  formularum  in  introduftione  tra- 
ditarum ac  primo  pro  potcftatibus  imparibus: 
cof.  <p  rz  cof.  Cf) 
cof.  (£>’:=  | cof.  (p  -4- 1 cof  3 $ 
cof.  <P‘  — « cof  0+  Acof  3 <p  -b  A cof.  y <p 
cof.  <$>'  — ll  cof.  <p  H cof.  3 (p-bf  cof  5 <p-f- ;;  cof  7 

cof.  4>s  z=  cof.  <p + & cof  3$+ & cof  5 (p  + ,U  cof.  7 <P 

•+■  si*  cof  9 (P 
, >bi 
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▼bi  notandum  efl  fi  ponatur  in  genere 

cof  Cp  x’ ' = A cof.  Cp  4-  B cof.  3 <P + C cof  5 <P  4-  D cof.  7 <P 

4- E cof.  9 Cp  etc. 

fore 

. 3'  5 i ^ io  14  - 2 

"*.+.« jr^rsiT 7 — r~ 

B=x7-:a,-  CrJ^B;  Dr^C;  E=^D«c. 
Pro  paribus  yero  poteftatibus  eft 
cof  <P*  — i 

cof.Cp’  — {4-icoCaCP 

cof  Cp  — J 4~  i cof.  2 cp  4“  i cor  4 (p 

cof. CP*  — 5°4-jiCor  2 (p4- ‘iCof. 4<p4_iiCof  6 (p 

cof.  Cp'  = A1,  4-  A» cof.  2 <p  4-  cof.  4<p4-  A.  cof  6 <p 

■+■  ii»  cof.  S Cp. 

In  genere  autem  fi  ponatur: 
cof.  Cp,x  = 21 4-  25  cof.  2 Cp  4-  (£  cof  4 Cp  4-  © cof  6 Cp 
eric  4-(£cof.8Cp4-etc. 


* = 


I-3-5 ( 2X-1)  1 S 10  14  4X-z 


2.4  G sX  2,x*‘  2 34  X 

»=4^i£=i7-'.®;®=tei€;<E4-7:a  **•' 

Quodfi  nunc  ifti  valores  fubftituantur,  erit  ,-_pvL-«ij.$  — 

1 - ncof  Cp4i»«cof.  2 Cp  - j»  W.  3 (p  K«*cof.  4Cp-  A«5cof  5 Cp+A»  W.tf  Cp 


+na*-#*7+ 

+»«»* 


5 

15  A 
'Ki' 


— &n 


— i*A  n* 


+ —A»7 

■i'  A«s  — «s»  a 


+ m »’ 


Tndc 


Digitized  by  Google 


I7<f  C A P V T VI. 

vnde  patet , fi  ponatur 

7—7,^  = A — B cof.  4>  + C cof  z <J) - Dcof.30 

-f-  E cof.  4 (p — ctc. 

«fi  A = i-+,*n»+S»*+»«‘+etc. 

-..^Si-X+«c. 

Simili  modo  cft 


. . t * I «•  J «,■•»  S 

A = i + ;«  +,77”  +77««  • 


ficcjue  euidens  eft  eflc  A 7:  /“(T+r „„  r 
B r «+|n*+ «a*+etc,  = *- ( i n + +-£=r# «4+  etc.) 

ideoquc  B=f(*( , 1tt>— O-  Verum  et  hunc  va- 
lorem  et  lequentes  facilius  hoc  ipodp  definire  licet. 
Cum  fit 

i+T&T  = A-Bcof  0 +Ccof.a<t)-Dcof.3(J) 

E cof  4^— etc. 

uniltiplicettir  per  1 +«cofi(J) , et  quia  cof  (J)cof.X(J) 
=r-:cof  (X- 1 )<J>+icof.  (X+ 1 )<J>  , fiet 

x — A - Bcof  <J)  + C cof  2 <J)-  D cof.  3 <J)+  E cof.4  <J>  - etc. 
+ Aa  *~iBw  + jCs  “iDfl 

-JB»4-iGi  ~;d»  .+  ie«  — jF» 

vnde  quia  A iam  dcfiniuimus , reliqui  coeffickntca 
ita  determinantur: 


- * D — £ * 

t B — * A ft  _ 

T? .»  * — D* 

< n 1 

r — H 

TV  2 C “ B 1 

+ — ■ f 

G-iijSi 

etc. 


His  igitur  coefficienfbus  inuentis , integrale  facile 

afligna- 
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aflignatur  , nam  cum  fit  /</(pcof,X<J>:=:^fin.X<J)  ha- 
bebimus 4 

/r^Tnc WF = A — B fin.  (J) + i C fin.  a 0 — J D fi  n.  3 Q 

-f-,'Efin,4.Cp— etc. 
quae  feries  fecundum  fmus  angulorum  <J> , % Cj> , 3 $ etc. 
progreditur  , vti  defiderabatur. 

Coroll,  1. 

273*  Primo  patet  hanc  refolutionem  locum 
habere  non  pofle,  mfi  n fit  numerus  vnitate  minor; 
fi  enim  n >»  1 , finguli  coefficientes  prodeunt  imagi- 
narii. Sin  antem  fit  »-i,ob  1 +cof.<£>-2cof.i<£>*, 
erit  integrale 

r d<&  \d<& 

f I + cof.  <f>  —f  cof.  i <P'  ~ taDS' 

Coroll.  2. 

27+.  Cum  fit  et 

reliqui  coefficientes  C,  D,  E etc.  feriem  recurren- 
tem confhtuunt , ita  yt  fi  bini  contigui  fint  P et  Q 
fequens  futurus  fit  jQ-^P.  Hinc  cum  aequationis 
zz  — jz-  1 radices  fint  -= — , , quisque  ter- 

minus in  hac  forma  continetur 

. Coroll.  3,  • 

275-  Quia  autem  in  noftra  lege  non  A fed  2 A 
fumitur  , pofitp  prodire  debet  2 A idcoquc 
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ct+(3rr 7,'vi~;T)  i deinde  fhfto  Xn  fieri  debet 

I fg  — 3)VI  f — 1 B ) _ ? — if  _ _ O __ 

4"  II  — „ y < , — * n ) > vnde  ct  P _ yt,_„ij« 

E.rgo  a~o  et  g — Vt,l„nj  , ficaue  quilibet  tcr- 

i n-*'’-nn)x\ 

minus  praeter  A erit  ~ y( , _ „Ti  l ; ) • 

Coroll.  4. 

27 6.  Coefiicientes  ergo  euoluti  ita  fe  habe- 
bunt : 

A — n i-»»") 

i-iV(i  — i " r 

— n V ( 1 — n n ) 

« — 1 n n — 4 V ' 1 ■—  » n ) 

— n»Vli  — « a ) 

p. 1 — Mi — , ( « — 11  n W(  » — » 

• — ' — «*  V(  1 — nu) 

, 1«  _ r<  « n -f-l  r«  — i(, « IU  ) V(  l — »H  i’ 


-<  — n4  V l > — n n ) 

, 41  — 4°  11 » -+-  1»  n*  — 1 (16  — unn-4-<«)fVi  — mi) 


— »W(  1 — »n) 

P f 4 — ff  n n 18  n4  — I n*  -»•»(  li  -.»iii«-f.an4)V(i  — 

V — n*  V ( 1 — na)  ' • 

Coroll.  5. 

277.  Quia  n <£  1 , hi  coefficientes  plerumque 
facil:us  determinantur  per  itries  primum  inuenta* , 
fcilicet : 

A — 1 -+-  s n 4-,77n  n 4- 4-ete. 

B — +»«  4-v*n  4-4.«.,^  4-^*.',7ioft  4-etc. 
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, » / _ , MI  . !.*.!■«  4 , J.4.  5-6.  T.  I « , _ 

= 1»  t 1 + ,—«»  +— er4.,»  +z«-4r,.-.—  n 4-etc. 

t 3 f m 5 .,1  , «*  7 4 , 4«  t-  7-  ••  0 tf  , 

D~;w  (I  + — « + ,.7TTo»  + rTi.  +etc- 

Ef  4/  , 5.  6 S , s«  6-  ?.  f , S‘  6*  7*  «.  e*  to  4 . 

=i».(  * +rTo»  +Z7^r,n  +7T^rrnrr^n  + «c. 

t jt . _ . «•*  « , «•  M 9 ♦ , »•  r.«.  c i»  n . . 

— ifM  l ^ j.  i j®  t ■.li.hlf  ® "P  J.  l».  ».  I».  6.  i»  ^ "1” 


CCC. 


• Scholion. 

278.  Cum  ex  his  valoribus  fit 

= A<p-Bfin.<p  H-  iCfin.  2 0 -;Dfin.  3 0 

+iEfin.  4(p  — etc. 
in  hac  fcrie  terminus  primus  A(j5  imprimis  eft  no- 
tandus , quod  crefcente  angulo  (f>  continuo  crefcat , 
idque  in  infinitum  \sque  , dum  reliqui  termini  mo- 
do crcfcent  modo  decrcfcent : neque  tamen  certum 
limitem  excedunt;  nam  fin.XCj)  neque  fupra  4-1 
crefccrc,  neque  infra  — 1 dccrefcere  poteft.  Cum  deinde 
hoc  integralc  fupra  inucntum  fit  ^.jang.cof 
feries  illa  huic  angulo  aequatur.  Quare  fi  hic  angu- 

« r.  . d3Vti-nr»)  . r Tt_>«  o .(J) 

lus  vocetur  co,  vt  fit  -0J$  er.t  cof.«= 75^5-3 

hineque  »-+-cof  $ — cof.u  — «coi' (Jicofur^o  , ex  quo 
eft  viciflim  coi.(P  zz  ^r^R- , quae  formula  cum  ex 
illa  nafcatur  fumto  n negatiuo,  erit  d$— et 
y;  A 01  -j-Bfin.w  -t-lCfin.  au  H-  JDfiu.  3 u 

4-iEfin.4&i  etc. 

Z a Quia 
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Quia  Tero  eft 

yf“o  = A 0 - B fin.  0 -+-  IC  fin.  2 0-  { D fin. 3 0 

-f-Eifin.40  ctc. 

ob  habebimus: 

o =.  B { fin.  u — fin.  0 ) ■+■  1 C ( fin.  a co  -4-  fio.  2 0) 
-4- 1 D ( fin.  3 u — fin.  3 0)-f- etc. 
cuiusmodi  relationes  notafle  iuuabit. 

Problema  35. 

279.  Integralc  formulae  </0(  1 4-»cof.0)’ per 
feriem  fecundum  finus  angulorum  multiplorum  ip- 
fius  0 progredientem  exprimere. 

Solutio. 


Cum  fit 

( r + n cof.  0 )*  = 1 4-  » eof.  0 -+-  '-^r-V coC  0‘ 

Vcof.0‘etc. 


fi  ponamus 

( 1 4-»cof.0)v— A-1-Bcof.04-Ccof.  2 0-4-Dcof  3 0 

■+-  E cof,  40  etc. 

erit  per  formulas  fupra  indicatas: 


»fy-l)  t * , v(>-lVv-lX»-l)  .»■*->  , vf^— 


Ar  1+ 177.1»  4- 


1.1  S 4 , i 

rrr-^Ts”  4-etc. 


-2n(-+mrrTin  +rrr.“ri *.7n»  +etc. 
quae  feries  ita  clarius  exhibentur : 

A — T ■ »-  ')-»  I *(»•■)(»•«)(»-»)..♦  ■ 

* ”•  !•  2 " t 2.  J.  4.  ♦ " * 2.  2.  4.  «.«.«» 


5B=:*+5 


v(»-  »)(  y-2>..f 

'T  T"»  ■ 


I*  J*  4»  4 


-4-V+etc. 

Inuen- 
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Inuentis  autem  his  binis  coefficientibus  A et  B,  re- 
liqui ex  his  fequenti  modo  commodius  determinari 
poterunt.  Cum  fit 

v/(  i+«cof.(p  )-l{  A+Bcofi  $ + Ccof.  2 <J)+Dcof.  3$ 

4-Ecof.  + (P  etc.  > 

fumantur  diflerentialia  , ac  per  — d (p  diuidendo 
prodit 

— ' nfh-  ^ — B fin-t-b,  Cfi*.  $->-  t OJin.  (J  -(-  « E (in.  i -+.  rtc. 

1 -*-<>«>)  * A + Bij/.l+Cnj.,  D «/.  1 4>  H-  £ oj'.“  Cp~rtc7 

Iam  per  crucem  multiplicando  ob  fin.  X (p  cof.  0 
~»fin.(A-f-i  )<J) -f-Jfin.(X  — i)(p  et  fin.  (pcoCXCp 
— ifin.(X-4-i)(p— jfin.(X—  i)(f)  peruenietur  ad  hanc 
aequationem : 

o-Bfin.cP-aCfin.  a({5+ 3Dfin.  3(p+4Efin.4<p4  5 Flin.  5 f etc. 


-HB» 

+ iCa 

+ fD» 

+!Ea 

+]C«  + fD« 

+ IEn 

+ |F  n 

+ *G  n 

— vAti— IBn 

-ICn 

-ID  n 

~\En 

+ :C»-fv,D« 

+\En 

•KF» 

+1G» 

vnde  hae  fcquuntur  determinationes : 
(>4-  2 ) OH-  2 B-  2 v A»ro 
(*+  3 )D«  f4C-(v'-i)B«"o 
(v+ 4 )Ew  4 <S  D-(v-  2 )Ctco 
(ybSjFn+SE-Cy-s^nzo 
(yi6jGn+ioF-(v-4)Enzo  | 


p — « v A B — a B 

^ — ( v -+-  rpr 

y\ ( v - ■ ¥ B n - 1 C 

■p (»  - 1 ) C 1 - 6 D 

^ 

P t i-ilPn-»  X 

r < » -t-  s ) n- 

v - * ) E n—  10I 


G- 


Tbi 
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vbi  fi  fuperiorcs  valorcs  pro  A et  B fulifiittiantur  , 
reperitur  : 

= + » » ( — 4’  + T777T*~*  « + — ;~77-  J-r  n ctc. ) 

D , a- -.»(»- • »(»-*)  (»-!)?»-.),  , 

-»«  L.:.,.  « rr . ~n  +etc.) 

- 1 6 n ( , ,7..  rrr-  t—.— •+-  -- « + etc.  > 

ctc. 

▼nde  forma  fequentium  ferierum  colligitur. 

His  autem  inuentis  cocfricient.bus  erit  intcgralc  quae- 
fitum 

J(i§>  ( i i-  /t  cof.  / - A (P  -f  B fin.(f)  f jCfin  4 jDfin. 30 

-q-jEfin.  + ^-t-  etc. 

Coroll.  i. 

280.  Ad  fimilitudinem  harum  ferierum  pro 
C,D,E  etc.  datarum  etiam  "valor  ipfius  B ita  ex- 
primi poteft : 

B = 2 ” ( i + *Tir  '-1  ’ 1 » * + ifr!  IJT-’  ^ ^ »•+««■ 
feries  autem  pro  A inuenta  formam  habet*  fingula- 
rem  in  hac  lege  non  comprehenfam. 

CorolJ.  2. 

281.  Si  feries  A et  B inter  fe  comparemus  J 
▼trias  relationes  inter  eas  obferuare  licet , quarum 
haec  primo  fc  offert: 

A n + i B =(JLt  2>(i+  , iLlr^UL»  -« >(»-»)  „• 

* * ‘ * " 1 J.  ♦.  ♦.  6 71 

quae  t Urie  A tantum  fecundum,  denominatore* 

: Coroll.  3. 
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Coro  11. 


282.  Ponamus 

Na  v(  v - 1 ) 4 
=» 

. »{»-!)  » 
A* — 1 -+■  ^ 1 ' n 


1 A n n 


B n 


»-*-  * 


rrN  vt  fit 


»[»-.  _)(»-» 1 

■t  .•  6 11 


»f  » l>l-l)(l-l) 


« ctc. 


Qiiodfi  iam  n Yt  variabilis  tradetur  , difflxenti.itio 
praebet : 


dH  ,»(*“• 

nd*—  2+  r 


; • , *(»- 
-/j  + — ; 


t )(  V •»  - ) ( * - 


-V+ctc.  ~z  A. 


Cura  igitur  fit 

«JN  — — 2 Ana'» 

erit  zvAndn  — itind  A-t-Bdn  -\~ndB. 


Coroll.  4. 


283  Ex  dato  ergo  coefficicnte  A cocflkiens  B 
ita  per  integratinnexi  inueniri  poteft  , >t  fit 
Bn~  2 / (y A ndn—nnd A) 

Tei  erit  etiam  ex  illa  forma  • 

B n fA  ndn - 2 A n 

Tbi  notandum  efi , pofito  n=z  o tntegrale  fAndn 
euanefeere  debere  , quia  hoc  cafu  B euanefeit. 

■v  - 

Scholion.. 

• . *’*'•  , < • , 

28+.  Series  pro  Ittcrs  B,  C,  D etc.  inue.o- 
tas  etiam  fequeuti  modo  per  continuos  fadores  ex- 
primere licet : 

Bzrva 
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»(  v—  »)»*/.  . ( » 2 

— a.  i 'j  V * * a. 


-aHl-H 


. (*  — ♦)(  V — S ) n _« 

*.  n H ^ ; — P« 

, p^» 


6. 


10 


etc. 

D—  y(v-  »*»->)  »J/  , (y-i)(»-OnJ 

■“*  I.  !•  I *4  l*  "i  3.  • " ’»  4.  10  * ^ 

— h l’;^li',-"P>.,  + etc. 

vtv-  ' X»-  « M »-*)  «V  - I (»->)(»-  s ) » . (*-«)(*- r )D  , 

1.  ■.  2.  ♦ '»  l 1 *•  O ” I ♦ II  *» 

— P fl’  H-  etc. 


(»— t ) ( » — » ) 


H- 

)»»/■_  . (»-»!(»  -»j^«  , , 

F — 77777  s 2.  •«  n H 7 — P« 

( V-  P ) ( V - «O  ) 


•+■  7.  TT~  P«  4-etc.) 

ctc. 

vbi  in  qualibet  ferie  littera  P terminum  praeceden- 
tem integrum  denotat.  Atque  ope  ferierum  illarum 
coefficientes  plerumque  facilius  inucniuntur , quam 
ex  lege  ante  tradita  , qua  quisque  ex  binis  praece- 
dentibus determinatur.  Quin  etiam  haec  lex  defc&u 
laborat , quod^  fi  v fuerit  numerus  integer  negati  uus 
praeter  — i , quidam  coefficientes  plane  non  defi- 
niantur , quos  ergo  ex  his  feriebus  defumi  oportet. 
Ita  fi  fuerit 

vzz  — 2 , erit  B~kA»=—  2A»  et 

C, !**/_.  _•  ♦__!  **  _»  *•  «•  7 * . 4»  s.t.7-  t.p  % 

— 1*1  ( * * l 2.  0 ^ 2.  6»  4»  4 ^ J I a*  6.  4«  |.  *0  M " i ' etC.  J 

fi  fit  v—~3  erit  C—— B»  et 

fi  fit 
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fi  fit  v=— 4 erit  Drr— Ch  et 


«8J 


_5.  8.  > n’  $.9  , «.  ji.  ie.  II  4 . I.  S.  10.  II.  T».  , 

'7,  — ■•».»* « io®  Ts.  io.*.  i*fl  H~ 2.  io.  «. tf>  l4,w  -J-etc ) 
fi  fit  v — — 5 erit  E — — Dn  et 

r . — n*  ( r I I . I0.M.I].  | J.|«  IJ  . . 

"■*  j.ijfl  *T*  i.i».  "f"  +,«7. «.i*®  +CtC.) 

ct  ita  de  reliquis. 

Exemplum  i. 

a 8 5.  Formulae  d(p(  t-hncofi<P)’  integrale  euol~ 
vere  , fi  v fit  numerus  integer  po/iihtus. 

Pofito  ( i -J-HCof.(P)’=:  A-J-Bcof.^-f-Ccofi  a <p 
4-Dcuf.  3 (J)+Ecof  40+ etc. 
pro  fingulis  valoribus  exponentis  v habebimus  : 


1)  fi  y—i;  A—J  ; B — 2 j Croj  etc. 

2)  fi  v—  2 j Arri-f  J»’;  B-2»;  C -\nn-,  D^o  ■ etc. 

3)  fi  y~ 3 ,*  A~i  + I«*j  B~  3»'  i "HO;  Cr;»’{ 

D—in’ ; E— o ; etc. 

+)  fi  y=+;  Am  B~4«(i4-*»*)j 

Cz3n’(i  +J»’);  D-«’j  Fzo. 

Hi  autem  cafus  nihil  habent  difficultatis.  Ad  vfum 
fequentem  tantum  iuuabit  primum  terminum  abfo- 
lutum  A notafie : 


fi  k — 1 ; A — 1 
fi  y=z*  i A=  I-h^t7», 

A a fiyz3 


J 
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fi  yzr  3 ; A — x-W.  n 

fi  v=4;  A=i-Hii» +».».4.4W 

fi  yr=  5 ; A = i+r,n  +«.»• 

fi  yz=6  ; A=i  + ,'.i»  +».».♦. ♦ w +i.*. 4.4.«. <" 

. 7.6  t , 7.  6.  5.  ♦ ^4  , 7»  6.  5.  4.  f.  » ^.6 

fi  ^7  9 A I + +1.  n "»  *.  ».4,4.6.  6" 

etc. 

, * t * 

Exemplum  2. 

• ,8«.  Forrotfe  imtgraU  ftr  fe- 

riem  euoluere 

Polito  (7~^y  = A+Bcof.<t>+Ccor.  4 <D 
+ D cof.  3 <J>  + E cof.  4 <t>  • 4-  etc. 

ex  praecedentibus  formulis  ponendo  v — — ^ erit 

^ M.  ( M.  •+•  * ) _*  . H ( H -+•  t ) f J*  •♦•*){.*  -t-  * J „« 
A = x -H  . — r~  n -+*  t t.  4.  4 ” 


2-  »•  4.  4.  6^  6 


( H -4-  1 Mu  ■ 


1), 


(ll+l'ln  + 4)  p n* 


etCi ) 

^ M.  f M- -+-  >1  «*  / _ , (*-+-»  )(  M’***  I . (*-*•  * IJjizt1  > D «* 

C — ;; — , •rlI  + — 7: „ » + 4.  . r” 

«c-) 

etc.  \bi 


s 1 
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vbi  Yt  ante  in  quaque  ferie  P terminum  praeceden- 
tem denotat-  Hi  autem  coe didentes  ita  a fe  inui- 
cem  pendent , Yt  fit 

B ~ /A  ndn—  i An  et 

p « B -4-  2 (t  A * _ -p.  « C ( n -4-  i)l> 

i ^ — (|i  — i)n 

■p g P-4-  |h  + ;|Ci  _ p » E-*-(  g->-  »)  D« 

" — (u  — t)n  i " — Iji  — s)n 

i o F -4»  ( (1  -4-  t)En ' tt 1 1 C — f-  ( U — s ) F H 

— 1)1  — e )n  i y — t(*  — /)  a 

etc. 

Vbi  incommodo,  quando  p.  eft  numerus  integer,  fu- 
pra  iam  remedium  eft  alltaum.  Hic  igitur  praeci- 
pue inucftigamus  quomodo  coefficientcs  cuiusque  ca- 
fus  ex  cafu  praecedente  determinari  queant , quod  ita 
fieri  poterit.  Cum  fit 

(x  +«cof.<p7  + + $ 

-P-Dcof.3(pH-etc. 

ponatur 

(i+W<pr*  = A'  -4-  B'  coC  <t>  C'  cor.  » 0 

-+-  D'  cof.  3 4)  -+-  etc. 

haec  igitur  feries  per  i-Mcof.Cj)  multiplicata  in  il- 
lam abire  debet , eft  autem  produdum 

A'  4-B/cof.<l54-C''cof.  aCp-1-D'cof. 3 Cp-f-etc. 

4- A 'n  +-JB  'n  + 1C'» 

4-*B/fl+iC/n  4-iD'n  +1E  'n 

A a & 


vnde 


m C A P V T VI. 

* 

vnde  colligimus 

j)  / a ( A — » ) 


n t 

>(0  — C'  )— 


C'  = 


jy i|t-p  )— B'  n _ g/ i ( D — r* ) — C n 


etc. 


— — * i •“  — « — ■ 

dummodo  ergo  coefficicns  A'  conflaret , fequentes 
B/ , C' , D etc.  haberemus.  Videamus  igitur  quo- 
modo A'  ex  A determinari  polfit : quia  cft 


4«  ♦ " 


A = i 4-  ,t—  n 


* / . (H-4-  » )!|1+I  ) • . , Qi-*-iHa-+-UfM-4->)  (H-M)  _4 

^ * * a,  a.  " * t.  *•  4<  4 ” CCC. 

tradetur  n vt  variabilis , ac  prior  fcries  per  n1*  mul- 
tiplicata differentietur  , vt  prodeat 

-7 -a^-  + 'Ul E 

dn  r 2.  2 

2.  2.  4..  4. 

quae  feries  manifefto  eft  rr  p.  n*4-’  A/  ; quocirca  Ax 
ita  per  A determinatur , vt  fit 

, d.A  »“•  w</\ 

A'=r  j-T  = A 4-  — r.  • 
d.  n*  p.  dn 

Cum  igitur  pro  cafu  ja  ~ 1 inuenerimus 
x d A n 

A—  015  : 


erit  A'  — 


Y(x— ««) 

x 


rei-»») 


4- 


(*-»»)' 
nn  1 


»• 


(1— j»»J*  (x—  nny 

Hic 
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Hic  iam  eft  valor  ipfius  A pro  (i  = 2 , vade  ob 
</A  3 n 

T net  pro  jx— 3 ; 


dn 


(1  -nn)' 

1 

A= r+ 


3 nn 


■\nn 


(i-nnY  i(i-nny 

Hoc  modo  fi  vlterius  progrediamur , reperiemus : 

fi  M-  — I i r ' ■ 

‘ V(i— 


fi  {X— a i A = 


fi  fx  = 3 i A — 


►'(i -«»,)] 

1 -K«n 


(i—  »«/  K(x—  nn) 

f — K !+■**• 

C H- — *»  a-(,_„„)V(T^T) 

(i— K(i  — n») 

Coro  11.  i. 

287.  Eodem  modo  etiam  reliqui  coefficientes 
B',  C'  etc.  ex  analogis  B , C etc.  definientur  , erunt- 
que  omnes  iftae  relationes  inter  fe  fimiles , fcilicet 


d.\n “■ 

nd\ 

d.rh 

= A+iTTn 

dBn» 

„ "■'B 

d.rP- 

— B + — "T" 
\kdn 

d.Crf 

-ri_ndC 

d.rP 

""C^*  jxdn 

etc. 

Aa  3 

Corolla. 
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C o r o 1 1.  2. 

a 8 8.  At  ante  inuenimus  B'  = 

fiet 

B'=-Ht“b+-sS*  hinC(lue 

|x  B d n n d B 2 d A — o 
mult.  per  n1*'1  vt  fit 

d B B*1  -+-  2 n'1-'  d A — o , 


Yndc  integrando 

a/V*"’  dXzz  — zif-'  A-t-atu-O/A»***  <*» 


ideoque 


a A 


■fp--1) 


fAri1-'  dn. 


At  ante  habueramus 


B^~2An-lJJLir-fAndn. 


Coroll.  3. 

289.  His  valoribus  aequatis  obtinetur  aequatio 
inter  A et  n,  qua  quantitas  A per  n determinatur  , 
«rit  enim 

n~'L[tix~'  d A rz  A n : 1 [A  n dn 

▼nde  per  duplicem  diflerentiationem  prodit 

(i-»n)^A  + “a(pt  + i)»</»^A-p.(K.+i)A^ro. 


Scholion  1. 

»90.  Sf  hos  valores  ipfius  A cum  fupe- 
rioribus , -vbi  /x  erat  numerus  integer  negatiuus , 

inter 
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inter  fe  comparemus,  eximiam  conuenientiam  depre- 

hendemus. 

Pro  his  formulis. 

i 

Pro  fu  perior  ibus. 

fi  yzoj  Arx 

fip._x;A 

■ * _ 1 

V- 1 i A=  i 

^ " ’ ~{i-nn)V(i-nn) 

»Z2i  Azi+lnn 

1 4 -\nn 

P--3 » A- (i-tmfV^i-nn) 

vz 3 ; A=X4-J«* 

i +lnn 

nn) 

vz\\  An4-3»*+J»4j 

i43»»4-}»4 

p._5,  A-(x_wwjV( i-nn) 

etc. 


Tnde  concludimus  fi  fuerit 

( i -4-  « cof  $ )’— A -+-  Bcof.45  •+-  C cof.  2 (J)  etc.  • 

(14»  cof.  45  r*~: ' - -4-  23  cof  4> 4- € cof.  2 4>  -+-  etc. 

A 

fore  St—  u _nn)*V(i  -»»«)* 

Quare  cum  pro  cafibus , quibus  v eft  numerus  in- 
teger pofitiuus,  \alor  ipfius  A facile  definiatur,  etiam 
pro  cafibus , quibus  eft  negatiuus,  inde  expedite  afli- 

gnabitur. 

Scholion  2. 

291.  Cum  pro  cafu  pc=  i , fupra  valore» 
fingu  larum  litterarum  A,  B,  C > D 
yenti,  fcilicet  pofito  breuitatis  gratia  1 i — w> 

A = vtr^o;  C-yil.„>  , U-vu-n») 


et 
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• T am 

et  in  genere  pro  termino  quocunque  N — > 

fi  pro  fimili  termino  cafu  p.—  4 , fcribamus  N' 


erit  . Nunc  autem  eft  ~~r~  — 

4 » dn 


2 «r 


dm 

•+-  j-V/T.  : tum  vero  — = 


( 1 — nn)s 


w 


1-»«) ' 
colligimus 

*»*x 

N'= .4 


dn  «V(i— »nj 

aXwx imx(i+\V(i-»»)) 

i-#«  (i-n«)  V(i -»») 


, vnde 


• (i-»»)* 

Quare  fi  ftatuamus: 

i ,4- — A 4-Bcof.<p  4-Ccofi  2 <$>  4-  Dcof.  3 (J> 

4-Ecof.+(J)  etc. 


erit 

A= 


i;  ii-  ; iC= p- { 

(i-nn)  (1  -nny  (ihw)* 

y*  ~mt)) 

D- etc. 

(i-tm)5 

Verum  fi  exponens  p.  fuerit  numerus  fraftus , coeffi- 
cientes  A , B , C , D , E etc.  haud  aliter , ac  per 
feries  fupra  datas  definiri  pofle  videntur.  Primus  au- 
tem A modo  peculiari  vero  proxime  aflignari  poteft, 
quemadmodum  in  problemate  fequcnte  docemus. 


Problema  34. 
♦ 
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Problema  34. 

Pro  cuolutionc  formulae  ,» in 

huiusmodi  feriem  A + Bcof  (J)  + Ccof.2(P+Dco(:3Cj) 
+ Ecof.4<J>  etc.  terminum  ablolutura  A vero  proxime 
definire. 

Solutio. 


Cum  neceflario  fit  « <<  i , feries  quidem  fupra 
tomenta  pro  A couuergit , verum  fi  n parum  ab 
▼nitate  deficiat  , permultos  terminos  a<ftu  euolui 
oportet,  antequam  valor  ipfius  A fatis  exatte  pro- 
deat , praecipue  fi  v fuerit  numerus  mediocriter  ma- 
gnus tam  pofitiuus  quam  ncgatiuus.  Quoniam  ta- 
men pofita  euolutione  huius  formulae  (I4llcof.4))■»", 
= 2l4-33cof.C|>  + (Ecof.  2(J)4-etc.  a termino  ille  A 

ita  perdet  vt  fit  A — (i-w«)  pro  hoc  termi- 

no A inueniendo  duplicem  habemus  feriem 


E-'»-1 '(»->)( g 

j. ».  4.  4.  «-6  etc. 


A =: ( 1 -nn ( i h 

' 9 * «•  a t.  i*  4*  4 

— :. — T. — 7. — 7. — — « etc.) 

quouis  cafu  ea  vfurpari  poteft  , quae  magis  conucr- 
git.  Verum  tamen  quia  reliqui  cocfficiontes  B,  C, 
D,  E etc.  tandem  conuergere  debent,  hinc  alia  via 
ad  valorem  ipfius  A appropinquandi  patet.  Quoniam 
enim  hi  coeffkientes  alternatim  per  pares  et  impa- 

B b v res 
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res  poteftates  ipfius  a definiuntur,  fumto  angulo 
quocunque  a.  erit 

' ( 1 4-ncof o. )'- A + BcoC  a 4-  Ccof.  2 a4-  Dcof  3 * 

4-Ecof  4<x4-etc. 

et  ( 1 4-ncof.  a)’::  A— Bcofia4-Ccof. 2*  — Dcof.3« 

4-  E cof.  4 -a— etc. 

His  igitur  additis  prodit 

; 1 1 4-  n cof.  a )y  + i(  x cof.  a / - A 4 C cof.  2 ot + E cof. + * 

4- G cof.  6 a 4-  etc. 

vbi  fi  pro  a fcribamus  90°—  a , erit 

J(i-i  nfin.a/4i(i-fiu.a)v— A-Ccof  2a4Eeof  4-a 

— G cof.  6 «4-  etc. 

•vnde  his  additis  femiflis  terminorum  denuo  tollitur. 
Formemus  plures  huiusmodi  exprellioncs  > ac  pona- 
mus breuitatis  gratia  : 

J(i  + ncof.a  )’4  t - wcof.a)”  + J(i+nfin.a)y+^x-«Gn.aY't2l 
J(  1 4 ncor.(3,'/+ 1(  1 -rc cof. (3/44  i+»fin.p/4-i(i-«fin  (3)’'23 
Jv  x+ncofv  /4^1-McoPy )’+»( 1 +nfin  y y+K  1 -nfin.  y, -(£ 

etc. 


et  pro  coefficientibus  B , C , D , E etc.  fcribamns 
refpediue  (x),  (2I,  (3),  (4)  etc.  quo  facilius 
terminos  ab  initio  quantumuis  remotos  r.  praefentare 
pofiimus.  Habebimus  ergo 

St  ~ A -4-(4)cof.4a4-(8)cof  8a4-(i2)coC  isa  etc. 
23  — A4-(4kof.4p4-(8)cof.8(34-l*2)cof.i2[3  etc. 
(£  ^A4-(4-/'cof.4Y+(8^co^8  Y+  (1 2)cof.i2  Yetc. 

etc. 


Atque 
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Atque  hinc  fequentes  approximationes  adipifcimur. 

I.  Si  capiamus  4“  — ? feu  a.~7 , prodit 

9t  — A— (8)H-(i5)  — (a4)-H  etc. 

Ergo  A = 5t-+-(8)  - (i<J)-h(24)- etc. 

Quare  fi  termini  (8)  et  fequentes  ob  paruitatem 
contemni  queant , erit  fatis  exaifle  A—% 

II  Sumamus  duas  feries  ac  ftatuamus  4 

et  4(3=7  vt  fit  az?,  et  (3r|?eritcof  4a-hcof  4pro, 
cof.  8 a -+-  cof  8 o , cof.  i2a-+-cof.  iap  = o et 
cof.  10«  + cof.  1 6 (3  — — 2 1 vnde  fequitur  : 

51  "f"  23  — a A — 2 ( 1 <5) -i- a ( 3 2 ) — 2 ( 4 8 ; -f- etc. 

ideoque 

A = J(3(-f-SJ5)-{-(i<5)—  (32)  etc. 

vbi  numeri  (16),  (32)  plerumque  tam  erunt  par- 
vi , \t  negligi  queant. 

III.  Addamus  tres  feries  ac  ftatuamus  4a~7; 

= 4Y=7  vt  fit  a~  * i (3-T;  y—g 

eritque 

cof.  4a+cof.  404-cof.  4yro  cof  1 tfa+cof  1 p+cof  1 tfy =0 
cofi  8a-4-cof  80+cof  8y~o  cof  2 o a-f-cof 2 o (3-f-cof. 2 o y —o 

cof  1 2aq-cof  1 2 (3-j-cfif  1 2yzo  cof 24a+cof 24p+cof 24y— • -3 
vnde  colligitur 

A = % ■+■  23  -i-  (£)  4-  (24)— (48)  etc. 

Bbi  IV. 
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IV.  Si  haec  determinatio  non  fatis  exnba  -videatur, 
addantur  quatuor  ciusmodi  exprcflioncs  $(,  35,  C£, 
fitque 

4«-f  i 4(3  — 7 i 4Y  — 7,  «■ 


ac  reperietur 

^+23  + ^ + S)=4A-+(3a)+4(^+)ctc. 

ergo  multo  propius 

C o r o 1 1.  1. 

493.  Ex  inucnto  autem  valore  A fequens  B 
fetis  expedite  reperitur  , cum  fit 
. Br=’Jjv:--/A«fl'n— 2 An. 


Quatenus  ergo  in  A ingreditur  membrum  (1^+ ncofa)* 
•vel  (i-t -n/y  dum  / omnes  illos  fiuus  et  cofinus 
complebitur  , inde  pro  B oritur 

a.1  2)  , 2-2(1  -vnf)[i-\nf)' 

' — - —Jndn(  1 +»/)*-*»( 1 +”//-  {y+ijnff  ‘ 

Coroll.  2. 


294.  Cognitis  autem  coefficientibus  A et  B, 
quemadmodum  fequentes  omnes  ex  illis  deriuari 
poflint , fupra  oftendimus.  Iis  vero  inuentis  inte- 
gratio formulae  di J>(  1 +«cof.cP)v  per  feeft  manifefta. 


Problema  3$. 

295.  Integrale  formulae  d§l(  * -4—  «cof. Cj5) 
per  ferkm  fecundum  fuius  angulorum  4>,  2(^,3 C^etc. 

progredientem  euoluere. 

,•  f Solutia 
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Solutio. 


*P‘ 7 


Cum  fit 

/( i + n cof.  Q ) - fl  cof.  — I»*  cof.  j n*  cof.  $*— J »*cof  etc. 

erit  his  potellatibus  ad  fimplices  cofinus  reduftis. 
^i+ncol-Q)-  4-»cof  (J>-£.  Jwicof.  a (jH-j-  i«cof  cof.4-$ 


I » I*,1  4-* 

• ,0iiLl  ,5f*# 
fln  TMfff  «•Tiw 

«o*!*  X * »**r 


+i- 1«» 


-T  ,5  »* 
f laS  W • 


Quare  fi  ponamus 

/( i -4-/icof.(J))~- A + B cof.  0-Ccof.  2 4)+Dcof.  3 4^-  c^- 


erit 

» , i ■*  i L»  **  i « 1*  i _ »■  t-  »•  f «!  i - gf/. 

A — -t— *•  > n-..»-.  +i.4.<,«  ~^clc* 

confiderato  ergo  numero  n vt  variabili , erit 

* d k . ■ '• » _L_ _ 

“dT — rT*nr7w  +etc>  ^ y ti -»>«)  *• 

Hinc  dA~ BV(1dJ.,J  — tt,  vnde  integratio  prae- 
bet ; 

A =/'■-?£;-»>  _ /n-4-C  — / 

hoc  enim  modo  euanefcente  « fit  A — h—O. 

Tum  vero  erit 

>1)  T _ I ».  J n*  , ».  t-  J n*  , 

* B _ 5. « 4-  — . T -+-  777J.  T -+-  etc. 
vnde  differentiatio  praebet 


n n d B 


" " ° i „ „ ■ '«»_♦  i ».»•  i..«  i » _ - 

ada  — t^Tl  - I *.  tfl  +etc.  — y(  i_aa)  * 

B b 3 ergo 
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ergo  ' iB  — TTTT^^TT)  — « integrando 

integrali  ita  determinato  vt  euanefeat  pofito  «— o. 
Quocirca  pro  binis  primis  terminis  habemus : 

— / r« et  B— » 

Yt  fit  Arr/*.  At  pro  reliquis  difierentiemus  ae- 
quationem affumtam  : 

fin.  4> + a Cd$  fin.2$-3r>4rtn.34> 
-+-4E</cpfin.4(J) 
feu 

O — — -B fin. (J)  -4-aCfin. 2(£>  — 3 Dfin.3  0 

“4“  4 E fin.  44)—  etc. 

Quare  per  a -b  ancof.^  multiplicando  prodit: 

2»fin.(p— 2Bfm.4M-4Cfin.24)— dDfin  3 4)4- 8 Eli n. 4^— etc. 
— Bn  4-2C  n — 3D/1 

+ iCn  —3  D»  -4-4E»  — 5F/1 

▼nde  colligimus : 

r-i B —I  - T\ *C — ®*  T7  « T1  — . c 1 r< 

V. — a , u — ~ i tL—  72  i X - n • 

Cum  igitur  fit  erit 

feu  C=(,~Vt,,-”y>  tum  yero  D=;(’^r^),i 

E-U"~Vt;~’,--)N  F ~ J ( )‘ etc. 

Hinc  fi  breuitatis  gratia  ponamus  ’-"v  }~n—~m  erit 
% 1 -4-»cof  Cj))  - - / r 4-  J » cof-4)  - 1 /n’cofi  2 (J)  4-  J w*cof  3 (J) 

— |fl»4cof.44> 

ideoque 
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fdQ) ( i +»cof.(J> ) - Conft.  - <£> /^-f- ; m fm . <f> - 1 w*fm  a (J> 
■4-lw* fin.  30- fin.  4(j5-f ’5aj5fin.5(£-etc 

Corollarium. 

%<)6.  Quodfi  ergo  ponamus  n- 1 erit  m-\  et 

K * +cof.(P>T& + ;cof.Cj>-;cor.  a $-f  *cof.3  4>-?cof.40  fete, 
et 

/ ( i — cof.(J>)  r -/2-Jcor.<J)  - icoH  2(J)-?cof.  3 (J>-*cof.4<{)— e rc 

Cum  iam  fit  x +cof.Ct>=acoi.i4),  ct  x -cof.(j5r2fin.i(pr. 
erit 

koC /2-f<of.(J>-lco(:  2 <J) + jcof  3 JcoC4<j5-f  etc.  et 

IGn.  i4>r-/a— cof.4>— Jcof.  'cof.3(J>-icor.4(I>-  etc  hinc 

/Ung.^rz-2cof.Cj>-l,cof.3(p-|cof.5Ct>-1cor74>-etu 


CAPVT  vu. 


«oo  •»§4§  ) © ( 

CAPVT  m 

METHODVS  GENERALIS 

INTEGRALIA  QVAECVNQVE  PROXIME 
INVENIENDI. 


Problema  36. 

497. 

Formulae  integralis  cuiuscunque  y—fXLdx  valo- 
lorem  Tero  proxime  indagare. 

Solutio. 

Cum  omnis  formula  integralis  per  fe  fit  in- 
determinata , ea  femper  ita  determinari  folet  , vt  fi 
Tariabili  x certus  quidam  valor  puta  a tribuatur  , 
ipfum  integrale  jzz /Xdx  datum  valorem  puta  b 
obtineat  Integratione  igitur  hoc  modo  determinata, 
quaeftio  huc  redit , fi  variabili  x alius  quicunque 
valor  ab  a diuerfus  tribuatur  , valor , quem  tum 
integrale  y fit  habiturum  , definiatur.  Tribuamus 
ergo  ipfi  x primo  valorem  parum  ab  a difcrepan- 
tem,  puta  x~  a -+-  a , vt  a fit  quantitas  valde  par- 
va : et  quia  fun&io  X parum  variatur  , fiue  pro  x 
fcribatur  a fiue  o-f-a  eam  tanquam  conflantem 
Ipe&are  licebit.  Hinc  ergo  formulae  differentiatis  Xdx 

integrale 
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flor 


integrale  erit  Xx  -+-  Conft.  —y ; fed  quia  pofito 
xzza  fieri  debet  y~b,  et  valor  ipfius  X quafi 
manet  immutatus,  erit  Xo-f- Conft.rr^  , ideoque 
Conft.~£  — Xa,  vnde  confequimur  y~b-\-X(x-a). 
Quare  fi  ipfi  x valorem  a- J- a tribuamus  , habebi- 
mus valorem  conuenientem  ipfius  y , qui  fit 
ac  iam  fimili  modo  ex  hoc  ca/u  definire  poteri- 
mus y , fi  ipfi  x tribuatur  alius  valor  parum  fu- 
perans  a-h-  a,  pofito  igitur  a -ha.  loco  x , valor 
ipfius  X inde  ortus  denuo  pro  conftante  haberi  po- 
terit, indeque  fiet  y~b-h  |3  -+-  X(x  — a— a).  Hanc 
igitur  operationem  continuare  licet  quousque  lubue- 
rit , cuius  ratio  quo  melius  perfpiciatur  , rem  ita 
repraefen  ternus : 

fi  x~a  fiat  Xrrr  A et  y — b 

fi  xzza1  . . X~A'  . . yzzb/~b-hA(a'—a) 

fi  x-a"  . . X = A"  . . y-V-V-hA^a"-^) 

fi  x—a,n  . . X=A'" . y-b"/-b"+A,\a“-a) 

etc. 

vbi  valores  a , a',  a",  a,h  etc.  fecundum  differen- 
tias valde  paruas  procedere  ponuntur.  Erit  ergo 
b'—b-hA[a'—a)  quippe  in  quam  abit  formula 
inuenta  y — b-hX[x— a)  fit  enim  X“  A , quia 
ponitur  x~a , tum  vero  tribuitur  ipfi  x valor  ~a'\ 
cui  refpondet  y~b',  fimili  modo  erit  b"—A\a'f-a^\ 
tum  bn,~  b"-\-  A"[a,/'—  a//)  etc.  vti  fupra  pofui- 

C c mus. 
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mns.  Reftituendo  ergo  valores  praecedentes  habo- 
bimus : 

b‘=b+A'd-a) 

b“—  b+A[a-a)-\-A‘[d'-a) 

b"‘  ~ b ^A{d-ay^A\a-a')^A"(am-a) 

ctc. 

vnde  fi  x quantumuis  excedet  a , feries  a\  a'\  a/,,ttct 
crefcendo  continuetur  ad  x , et  vltimum  aggregatum 
dabit  \alorem  ipfius  y. 

Coroll.  x.  ■ 

498.  Si  incrementa,  quibus  x augetur,  ae- 
qualia ftatuantur  fcilicet  a,  vt  fit  ^izra-t-a, 
a"~ fl+2a,  a^-fl  + ga,  etc.  quibus  valoribus 
pro  x fubftitutis  fundio  X abeat  in  A/,A//yA,//ct c. 
atque  \ltimus  illorum  valorum  puta  a~\-na.  fit  ~x 
horum  vero  X , erit 

j-^+a(A  + A/+A//+A'// + X). 

Coroll.  2. 

299.  Valor  ergo  integralis  y per  fummatio- 
tionem  feriei  A , A'  , A" ....  X , cuius  termini 
ex  formula  X formantur  ponendo  loco  x fuccefliue 

a , a-+-a,  a +2  a a-\-na,  eruitur.  Summa  enim 

illius  feriei  per  differentiam  a multiplicata  et  ad  b 
adieda  dabit  xalorcm  ipfius  y , qui  ipfi  x—a-\-na, 
refpondct. 

Coroll.  3. 
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Coroll.  3. 

300.  Quo  minores  flatuuntur  differentiae  , fe- 
cundum quas  valor  ipfius  x increfcat,  eo  accuratius 
hoc  modo  ralor  ipfius  y definitur.  Siquidem  ter- 
mini feriei  A , A' , A",  etc.  inde  etiam  fecundum 
paruas  differentias  progrediantur  , nifi  enim  hoc 

• eueniat , illa  determinatio  nimis  erit  incerta. 

Coroll.  4. 

301.  Haec  ergo  approximatio  ex  do&rina  fe- 
rierum  ita  explicatur: 

Ex  indicibus  a , a' , a"  , af//  . ...  x formetur 
feries  A,  A',  Av,  Au/ . ...  X 

cuius  ergo  terminus  generalis  X ex  formula  diffe- 
rentiati dy—Xdx  datur.  Tum  in  hac  ferie  fit  ter- 
minus \ltimum  praecedens  'X,  refpondens  indici  'r; 
hineque  noua  formetur  feries 

A A \a"-a')\  A /’X(x-/jt) 

cuius  fumma  fi  ponatur  — S erit  integrale  j—fXdx 
z=zb~\~  S , proxime 

Scholion  1. 

302.  Hoc  modo  integratio  vulgo  explicari  fo- 
let,  vt  dicatur  efle  fummatio  omnium  valorum  for- 
mulae diffcrentialis  Xdx  fi  variabili  x fucceffiue 
omnes  valores  a dato  quodam  a vsque  ad  x tribu- 
antur , qui  fecundum  differentiam  dx  procedunt, 

Cc  1 hanc 
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hanc  differentiam  autem  infinite  panum  accipi  opor- 
tere. Similis  igitur  haec  rato  integrationem  reprae- 
fentandi  eft  illi  , qua  in  Geometria  lineae  \t  aggre- 
gata infinitorum  punftorum  concipi  folent  , quae 
idea  , quemadmodum  fi  rite  explicetur  , admitti 
poteft , ita  etiam  illa  integrationis  explicatio  tole- 
rari potefi  , dummodo  ad  vera  principia , vti  hic. 
fecimus  , reuocetur  , vt  omni  cauillationi  occurratur. 
Ex  methodo  igitur  expofita  vtique  patet  integra- 
tionem per  fummationem  vero  proxime  obtineri 
pofle  , neque  vero  cxadle  expediri  , nifi  differentiae 
infinite  paruae,  hoc  eft  nullae,  ftatuantur.  Atque  ex 
hoc  fonte  tam  nomen  integrationis,  quae  etiam  fum- 
matio  vocari  folet  , quam  fignum  intcgralis  / eft 
natum , quae  re  bene  explicata  , omnino  retineri 
poliunt. 

Scholion  2. 

303.  Si  pro  fingulis  intcruallis  , in  quae  fal- 
tum  ab  a ad  x diftinximus,  quantitates  A,  A',  A ', 
A"'  etc.  rcuera  effent  conflantes , integrale  fXdx 
accurate  impetraremus.  Eatcnus  ergo  error  ineft 
quatenus  pro  fingulis  illa  intcruallis  iflae  quantitates 
non  funt  conflantes.  Ac  pro  primo  quidem  inter- 
vallo , quo  variabilis  x a termino  a ad  a'  proce- 
dit , A eft  valor  iplius  X termino  a conueuiens , 
alteri  autem  termino  a'  refpondct  A';  vnae  quate- 
nus non  eft  A'rrA  , eatcnus  error  irrepit:  cum 
igitur  in  iftius  intcrualli  initio  fit  XrrA  , in  fine 
autem  X — A',  conucniret  potius  medium  quoddam 

inter 
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inter  A et  A'  aflumi  , id  quod  in  corredione  hu- 
ius methodi  mox  tradenda  obferuabitur.  Intcrim 
hic  notafic  iuuabit  , pari  iure  pro  quouis  intcruallo 
valorem  tam  finalem  quam  initialem  capi . pofle  , 
vbi  fimul  hoc  pcrfpicitur , fi  altero  moco  in  cxccflii 
peccetur  , altero  plerumque  in  defcdu  errari.  Ex 
e]uo  hinc  binas  expreifiones  eruere  licet,  quarum  al- 
tera valorem  ipfius  y nimis  magnum  , altera  nimis 
paruum  fit  praebitura , ita  vt  illae  quafi  limites 
veri  valoris  ipnus  y conftituant  Quemadmodum 
ergo  rem  repraelentauimus  §.  301.  valor  ipfius 
y—fXdx  intra  hos  duos  limites  continebitur 

b+A(a'-a)-\-A‘  it'-u')-\-A“[a"'-d 'X(.v-a)  et 

b\  A\a'-a)+A"(fl"-ii' )+ A"W"-a") . . . . +X(*-‘r) 

quibus  cogaitis  ad  veritatem  propius  accedere  licet.' 

Scholion.  3. 

304-  Inm  notanimus  interualla  illa,  per  quae  .v 
fnccefllue  increlcere  aflumimus , ideo  valde  parua 
datui  debere,  vt  valor  es  rcfpondcntes  A,  A',  A''  ctc. 
parum  a le  inuicem  diferepent : atque  hinc  potifli- 
mum  iudicari  oportet,  vtrum  illa  interualla  a' -a, 
a'1 — a , a///—a'/  etc.  inter  fe  aequalia  an  .inaequa- 
lia capi  conueniat.  Vbi  enim  valor  ipfius  X mu- 
tando x parum  mutatur  , ibi  interualla  , per  quae  x 
procedit  , tuto  maiora  conditui  poflunt , vbi  autem 
eueuit  , vt  ipfi  x lcui  mutatione  induda,  (undio  X 

C c 3 vehe- 
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vehementer  varietur  , ibi  interualla  minima  accipi 
debent.  Veluti  fi  fit  X —y pcrfpicuum  eft, 
vbi  x proxime  ad  vnitatem  accedit , quantumuis 
paruum.  inter  uallum  , per  quod  x augeatur,  acci- 
piatur , fun&ionem  X maximam  mutationem  pati 
pofie , quia  tandem  fumto  x—i  , ea  adeo  in  infi- 
nitum excrefcit.  His  igitur  cafibus  ifta  approxima- 
tione  pro  eo  faltem  interuallo , in  cuius  altero 
termino  X fit  infinita  , vti  non  licet ; fed  huic  in- 
commodo facile  remedium  affertur , dum  formula 
ope  idoneae  fubftitutionis  in  aliam  transformatur,  vel 
dum  pro  hoc  faltem  interuallo  peculiaris  integratio 
inftituitur.  Veluti  fi  propofita  fit  formula 
pro  interuallo  ab  ad  m illa  methodo 

integrale  non  reperitur  , at  pofito  x ~i—zy  quia 
termini  ipfius  z funt  o et  10  , erit  z quantitas  mi- 
nima, vnde  formula  erit  T^rr~r^r)  = ^cu- 
ius integrale  pro  interuallo  illo  praebet  partem 
integralis  Quod  artificium  in  omnibus  huius- 

modi  cafibus  adhiberi  poteft  ; ipfam  autem  metho- 
dum deferiptam  aliquot  exemplis  illaflrari  opus  eft. 

Exemplum  i. 

305.  Integrale  y — fx"dx  ita  fumtum , vt  eua - 
ne/cat  pofito  x~o  , proxime  exhibere. 

Hic  eft  azzo  et  b—  o,  tum  Xrr.t*,  iam  valo- 
. res  ipfius  x a o crefeant  per  communem  difteren- 

tiam 


Digitized  by  Google 


C A P V T VII. 


*©7 

tiam  a , tt  fint 

indices  o , a,  2«  , 3*  , 4*  . . . . x 
feries  o , a*  , a* a™  , 3*«« , 4"an . . . . 

et  terminas  yltimam  praecedens  eft  (x— a)"  , quare 
integralis  yzzfxndxz=~x'+'  limites  funt 

a(o+«'+2'«,+3V+  ....  +(*-«)" ) et 
a(an4-2na"-f-3’,a'1 4.^») 

qui  eo  erunt  ardiores  , quo  minus  interuallum  « 
accipiatur.  Ita  fi  a — 1 , erunt  limites  : 

0_+" 1 + 

et  i-h2,t-h3',4-4',-i- 4- a’ 

fi  fumatur  az=i  erunt  limites: 

^+r(°  + 1 + 2n-|- 3*  + . (u-1)») 

et  i + a*-f-3"+4-*-+- -4-(a^)^) 

ac  fi  in  genere  fit  <*=:£,  erunt  limites: 

^r(o4-i4-2',-V-3'’  + 4.’'  ....  4 .(ror-j)*) 

« -ZZr(i  + *’,+3n-t-+n + (/»*)") 

quorum  hic  illum  fupcrat  exceffii  — \nde  patet  fi 

vi  ' r 

numerus  m fumatur  infinitus , vtrumque  limitem 
Yerum  integralis  yzn  efie  praebiturum  Ta- 
larem. Coroll  r. 
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Coroll.  i. 

306.  Serici  ergo  1 4-  2n4-  3#+4-"+-  • • • • (mx) 

fumma  eo  propius  ad  accedit,  quojna 

ior  capiatur  numerus  m , quare  pofito  mx  >*» 
huius  progreflionis 

1 2S  -4-  3n  ~4-  4"  "i" 2 

fumma  eo  propius  aci  accedit , quo  maior 

fuerit  numerus  z. 

* Coroll.  2. 

307.  Ex  priore  autem  limite  pofito  mx—Z, 

eadem  quantitas  proxime  exhibet  fummam 

huius  feriei 

0 -4-  1 2* -4-  ....  (2  r 

vnde  medium  fumendo  erit  accuratius : 

i4-i'+3"+4' +(z_i 

feu  addendo  vtrinque  \zn  habebimus 

1 +2n4-3"+4-n  ......  4 proxime 

quod  congruit  cum  iis  , quae  de.  vera  huius  pro- 
greffionis  fumma  funt  cognita. 

Exemplum  2. 

dx 

308.  Integrale  j— f—  ita  furntm,  vt  euane - 

X* 

/eat  pofito  x=  i , proxime  exhibere. 

Erit 
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Frit  ergo  a~  \ et  £-0,  vnde  fi  ab  a ad  x inter- 
vallum pn&r.tiionis  flatuatur  -«  , erunt 

indices  af  a -i- a,  a+2«,  a-+-3  a ....  je  et  termini 

WI  1 a’1’  (oia}*’  (a+2ay"’’  3«) x"_X 

vbi  terminus  \ltimum  praecedens  eft  ; — — ^rrrOC. 

r (x-a)* 

Cum  nunc  noflrum  integrale  fit  y — — — - V — : 

° 7 n-i  \n- 

eius  valor  intra  hos  limites  continebitur : 

; 1 1 r 1 

t > 1 1 r 

-H*r  +(  . (t 

Quare  pofito  a—*,  , erunt  hi  limites: 

W 1 )* + (m + 2)  ’ + (».4-3 j«  +i  rt 

1 x 1 1 1 

"*  Wij'+v*t  2 /n+(«+3  ? f (m-f  4/*  * ‘ * * \ 
qui,  quo  maior  accip*atnr  numerus  w,  eo  propius  ad 
valorem  integralis  — accedunt.  No- 

«-  t («— 

tandurn  autem  efl  cafu  1 inttgrale  fore  zzlx. 


Coroll.  c. 


Digitized  by  Google 


arior 


C A P V T VIC 


’ Coroll.  I. 

309.  Quodfi  ponamus  wa1-  vt  fit 

prodibunt  hac  progrefljones : 

""'t-  +(STT)’+F^7*+ et 

”*"((^Tji+  i^b?+ <STJ/  + + 

quarum  fumma  alterius  maior  eft  r alterius  minor 

1 mn-\ (»H-zyt-,-wn-  _ 

quam  {«—  1 J(ot— i— «)"  ‘ (»-x)(m+*)“  1 ’ 

cafu  autem  «:ni  haec  ex pr effio  abit  in  /(1  -+-mj- 

Coroll.  2. 

310.  Cum  prior  progrelfio  maior  fit  quam 


t-I 

r 

n-i 


pofterior  , erit 

1 1 1 1 (tn-t-z)*~'—m 

iii  r (m-\-z'n"—rn 

(m+ 1 )*  ^ 3 )*”*”  ***'”*“  (>«-+-  2 ^ (n- 1 }mn~ ' {>»  t 

1 1 

addatur  hic  \trinque  — - ibi  \ero r;  et  lu- 

matur  medium  arithmeticum  erit  exadlius : 


vi1  + («H-2)*"t' (w-t-3)"  ^ (m+z)' 

( 2//:+«-i ) m-\-  z n— (r  c-t-2  m—  ff-4-1  «" 
2 n—  1 z)n 

quae  expreffio  cafu  »=1  abit  in  /(i+mj+r* + T^T>* 

Coroll.  3* 


-\V+- 


-h 
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Coroll.  2- 

311.  Ponatur  z~mv  , et  habebimus  fequen- 
t:s  fer  id  fumma.n  proxime  expr.flam  : 

x 1 . 1 j 

— ( 2 t ) ,'  1 -H’)- 2 m x 

ct  cafu  *ci 

*•  " ■+■  * m-t-a  “h"  • • • • +b  + « — l\  * + 

vnde  fi  v~i  erit  proxime 

1 1 x 

4 


x 1 

(m+i  )*~T~  (01+2  f " 


2 


».  )««* 


- «f 


1 

m 


“■+ 


1 1.3 

■ ~ -H  • . • • 4~  — /x4“  . 

w-h-a-  a/a  4-« 


tn-i-.i 

Coroll.  4. 

312.  Hinc  rafeitur  regula  logarithmos  qtian» , 
tumuis  magnorum  numerorum  proxime  allignandi., 
dum  leries  vulgares  tantum  pro  numeris  parum  ab 
vnitate  differentibus , valent.  Scribamus  enim  u 
pro  i-t-v,  et  habebimus: 

i _i_  _i—_ . _l_  . .j. 1=3. 

vnde  lue  o accuratius  definitur  , quo  maior  fuma- 
tur numerus  m. 

Dd  1 Excm- 


Digitized  by  Google 


sxa 


C A P V T V1L 


Exemplum 

313  Integra U f=/rr£r3  ila  fumtum> vt  'm' 
tefcat  po/ito  A — o,  proxime  exprimtre.- 

Hoc  integrale  vtr  nouimus  eft  Ang.tang.j-» 
*d  quein  valorem  proxime  exhibendum  eft  o — o , 
et  gro;  fi  ergo  valor  ipfius  x ah  o per  differen- 

um  conftantem  a crcfcere  ftatuatur  , ob  X-r 
erunt  eius  valores 

pro  indicibus  o$  «*  *<*  ••••  * 

, • « . - 

feries  c ) c c -4-  a”  a 1 j ) > cc-^-x* 

• * ' * c 

cuius  terminus  vltimum  praecedens  eft  'X-sc-k-c^*' 

Quare  integralis  noftri  > = Ang.tang,-  valor  proxi- 
me eft  r 

cT^-Va '‘+.«1  * * * * ■+*  tc  + (*-  «^ 

alter  vero  proxime  mitior  , quia  hic  eft  nimis  ma»* 
gnus , eft 

^(cc-t-a*  1 ee-+-*"a«"i”  c c sa  a l—  ’ *e,-+*J cjcI 

Inter  quos  fi  medium  capiatur,  ibi  a.§  hic  vero  a.  cc+xjr 
adiiciendo  propius  erit : 

cc  ' I'  cc^-oa  i”  cc+iw  i™  cc+^m  11 1 ^ cc  1-xx  ) 

pAng.tang-c +“(V+cS^ ) — Ang.  tang.e  + *icc-*-«r 

Pro 


Digitized  by  Google 


e a p v t vir. 


ar  j 

Pro:  hoc  ergo  angulo  valorem  prdxime  verum  ha- 
bemus : 

Ang.  tang,c  — ■ -1-  ce-»-.**  "!"  cT^prz*  ~h  4*  cc-^x.* ) 

a(icc-t-xxy 

tC(CC-t-XX) 

qui  eo  minus  a veritate  difcrepabit , quo  minor 
fixerit  a humerus'  ratione  ipfius  c.  Quojfi  ergo 
pro  c numerum  valde  magnum  fumamus , pro  « 
vnitatem  accipere  licet,  vade  pofito  xzr.cv  erit 

Ang.  tang. u — r “i- ■ ••  • ■ lr  a+r/v) 

_ (»-*-•’»») 
n) 

idque  eo  exa&ius , quo  maior  capiatur  numerus 

Coro  11.  i, 

314.  Si  ponamur  c=zi  y quo  cafu  error  infi- 
gnis  efle  debet,  fiet 

Aug.  taiig.  v — 1 + -+-  r^l  ■+*  r+r,  4-  . . . . -4- 

!»+£»>• 

I J 1 -t-w)* 

Sit  V—  r , erit  Ang.  tangi  1 * -+•  1— i — j f 

hineque  tt  — 3,  quod  non  multum  abhorret  a veroj' 
fi  ponamus  m 2 ; prodit 

Ang. ting. a> 2 ( i +,4-1  +■  ^ + . . • • 

( 7 -l-V  l>-  j' 
♦ t 1 -f-  vv 

vnde  fi  ver  1 colligitur 

Ang.taog.  1 — * — 2(^-|i  «-f-.'  h ) i — 15  * — Ii» 

ficque  Tt  — U-—  3’  > 1 ,•  prop  us  accedeus. 

D d 3 Coroll.  1. 
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Cor  oli.  2. 

3»  5.  Sit  c — 6 , critque 
Ang.tang.v  — + + • 

vnde  fi  v — I et  vrj  oritur: 

Ang  tang  \ = 6 ( '~s  -h  -+-  jrqPT 


• + ,,-+.i6 VO  ) 

' 1.(1  1»  vj 


* \ • 

»«-+-»>  •* 


Ang. tang. ; ~ 6 ( jf  4-  ~ i 4-  17^1 ) — i’»- 


At  eft  Ang.  tang. ‘ + Ang.  tang.J- Ang. tang.  1-7.  F.rgo 

* — I 2 ( “H  l'?  -+*  * 5 

jfeu  7T  ZZ  — 3 , 1 3°6. 


\ , t Jr  — »0*1 

7 “t"  Ij  ia9  — ii  tO 


» 

«9  ••• 


Coroll.  5. 

316.  S.'n  autun  ibi  fiat.m  ponamus 

erit 


vnde  fit  -irr:  3 , 13696  multo  propius  veritati,  plu- 
rium fcilicet  terminorum  additio  propius  ad  vtr.t*- 
tem  perducit. 

Problema  37. 

317.  Methodum  ad  integralium  valores  ap- 
propinquandi ante  expolitam,  pcrk&iorem  reddere, 
vt  minus  a veritate  aberretur. 

Solutio. 

Sit  y— rx  formula  integralis  propofita  , 
cuius  valorom  iam  confiet  effe  y—b}  fi  ponatur  an/, 

fiue 
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fiiie  is  fit  datus  per  ipfam  integrationis  conditionem, 
fiuc  iam  per  aliquot  operationes  inde  deriuatusj  ac 
tribuamur  iam  ipfi  x valorem  parum  fuperantem 
iUum  a , cui  relpondet  y—  b , tum  vero  fiat  X:=A 
fi  ponatur  x—a.  In  fuperiuri  autem  methouo 
affumfimus,  dum  x parum  (upra  a excrefeit,  manere  X 
conflantem  —A,  ideo-)ue  fore  fXdx  — A[x— a). 
At  quatenus  X uon  efl  conflans  r eatenus  non  eft 
/Xdx-X(x-u),  (cd  reuera  habetur  fXdx~X(x-a) 
—( i x—a  dX.  Ponamns  igitur  dX~?dx  eritque 
f(x—a)dX  — fP(x—a)dx  et  fi  iam  P~;(^,quam-> 
diu  x non  multum  a excedit,  vt  conflantem  fpe- 
ftemus  r habebimus  fP[x— adx—  J Pi  x— a*  , fic- 
que  fiet  y-fXdx  — b~\-X[  x-a)-IP(  *-</)',  qui 
valor  iam  propius  ad  veritatem  accedit  , etfi  pro 
X et  P ii  valores  capiantur,  quos  induunt  vel  po- 
fito  x—a,\e  1 pofito  x~a- 4- a,  maiore  fcilicet 
valore  r ad  quem  hac  operat  one  x crefeere  flatui- 
mus:  ex  quo  hinc  prout  vel  x~  a vel  x—  a-\-a. 
ponimus  , geminos  limites  obtinebimus  , inter  quos 
veritas  fubfiftit.  Simili  autem  modo  vlterius  pro- 
gredi poterimus:  cum  enim  P non  fit  conflans,  erit 
/P  x-a)dx~'i?{x—a  *- \f(x—a  )*</P  , vnde  fi 
ftatuamus  dP-Qdx  r erit  f t x -a  'dPzfQ  x-a  'dx 
— iQ.^- a * * ^ quidem  Q r vt  quantitatem  con- 
flantem fpe&emus  , ita  vt  fit 

jr^z/Xdx  — b + Xix  — a')  — 1 P ( x — a )* 

•+•  i.»  Q.(  X — a *• 

Eadem 
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Eadem  ergo  methodo  fi  \lterius  procedamus , ponendo 
p-dX.  n-—  • r-43-  • S-— ctc. 

X-J5,  r— <t*1  X.— a*l 


inueniemus : 

jz&+  "X.[x-a)-lV[x~a)  + - i. . R C*-^) 

quae  feries  vcherr.cnter  couuerg  t , fi  modo  x noa 
inultum  lu per». t a , at  »ue  adeo  fi  ia  infinitum  co.iti- 
nut.tur  , \ rum  v alorem  ipfius  y exhibeb  t , fiqui- 
dem  in  fumflionibys  X , P , R ctc.  ralor  ex- 
tremus rr  a -i- a fublltuatir.  Nili  autem  <am 
feriem  in  infin  tum  extendere  vcPrrus,  praefiabit 
pc.r  imcruaila  procedere  tribuendo  ipfi  x lucctfliue 
\alorcs  a , .a'  , a " , a'"  , a'"'  ttc.  ac  tum  pro  fin- 
gifiis  valores  littcr  s X , P , Q , R .»  S etc.  conuc- 
pientes  quaeri  oportet,  qui  fiut , vt  fcquuntur  : 

fi  fuerit  x~ a , a'  , a , ^ , a*  etc. 


fiat  X=A,  A',  A",  A'",  AIV,  Av  etc. 

S = P = B,  E' , B"  , L'",  BIV  , V ctc. 

£~q-c,  c',  c",  c",  a\  a etc. 

fi  - R =D,  I/,  Ij",  1>"‘,  L,v,  J/  ctc. 


ctc. 


tum  vero  fit 

,=bt  b\  b\bvtt  b\  v ct* 


quibas 
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quibas  conftitutis  erit  yt  ex  antecedentibus  colligere 
licet : 

b'  =*  + A'  (d  -a  )-’B'  W -a  )'+*C  (d  -a  )* 

— « D'  ( d — a )*  r4-  etc. 

A"  =A'  + A"  {a"  -a  )’  + jC"  (a" -a'  )’ 

-^D^aWr+etc. 

r==r+A^(flw-fl“)SPM(«*V),+^C,,'(•w-«,,)• 

' — etc. 

A'" + A"  ( a17 -a'"  )-’BIV(arv- a"' )’  + 

etc. 

quae  exprefliones  eousque  continuentur,  donec  pro 
yalore  ipfius  x quantumuis  ab  initiali  a diferepante 
valor  ipfius  y obtineatur. 

Coro  II.  1. 

318.  Haec  igitur  approximandi  methodus  eo 
vtitur  Theoremate , cuius  veritas  iam  in  calculo 
diffcrentiali  eft  demonftrata  , quod  fi  y eiusmodi 
fuerit  funftio  ipfius  x , quae  pofito  x~a  , fiat  ~b  t 
ac  ftatuatur  }£=X  , JfcrP,  ~—Q_,  Jf^rRetc. 
fore  generaliter : 

y=:b  + X(x-a)-iP(x-a)*+iQr(x^a)t  -~R(x-a)4 

4-naSCx-a)‘  etc. 

♦ 

E e Coroll.2. 
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C o r o 1 1.  2. 

, 319.  Si  hanc  feriem.  in  infinitum.  continuare 

Tellemus , non  opus  eflet , valorem  ipfius  x parurrs 
tantum  ab  a diucrfum  affumcre.  Verum  quo  ifta 
feries  magis  conuergcns  reddator , expedit  foltum 
ab  a ad  x in  intcrualla  difpefci  , et  pro  Ungulis 
operationem  hic  defcriptam  inftitui.. 

C o r o 1 1.  5. 


320.  Si  valores  ipfius  x ab  a per  differentia* 
conflantes  — a crefcere  faciamus  , fitque  \ltimus 
m-^-na  — x , ita  vt 


fi  fuerit  x-a, 

a+a , 

<*+  2 a , 

0+3«» 

••  • JT 

fiat  X=A, 

A', 

A", 

^ «/• 

A , 

•»  • • • 3C 

£ = P = B, 

B', 

B",. 

B"'  „ 

...  ..  p 

fi  = 0.=  c , 

Cr 

C"r 

^ r 

. • . 1 ^ 

J5=r  = d, 

Vr 

D", 

D'" 

> r • R 

ete. 

indeque  y~b7 

b\ 

b". 

r,. 

erit  pro  valore  x~x  omnes  feries  colligendo: 

J'  — b + « (A  + A -+-  A *+•  ......  -f-  X) 

-i a ( B'  B"  -4-B'"-t-  ....  -f-P) 

+s«'  (c-h cr+r'+ -+-Q) 

— i a4  ( D'  -+-  D" +!)'"+  -+R) 
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Scholion  1. 


321.  Demon  ftratio  theorematis  Coroll.  t.  me- 
morati , cui  haec  methodus  approximandi  innititor , 
«x  natura  diffcrentialium  ita  inftruitur.  Sit  y fun- 
diio  ipfius  x , quae  pofito  x—a,  fiat  y~b\  et 
quaeramus  valorem  ipfius  y ^ fi  jr  vtcunque  exce- 
dat a : incipiamus  a \ a lore  ipfius  maximo , qui 
eft  x , et  per  differentialia  defcendamus , atque  ex 
diflftrentialibus  patet : 
fi  fuerit  x|  fore  y • 

x—dx,y-dy-*rddy—(Ty-\~(r y—etZ 
X—  *dx  y-zdy-{-  $ddy—  ^.d*y-\-  $d*y—  etc. 
x—$dxy-Zdy-\-<)ddy—io<fj-)ri5<fy—&C.  - 


x—ndx  y-ndyi- 


Ponamus  nunc  x—ndx  — a,  erit  ideoque 

nqmerus  infinitus  j tum  vero  valor  pro  y refultans 
per  hypothefin  eflie  debet  rz :b  , quamobrem  habe- 
bimus: 


tm-oUy.  (x-*r<iiy  tx-B  )*  "y  , M 

b~y JT  + TTd*> — rzidl*  "T  7717777 di*  ctc- 


Quod  fi  iam  ftatnamus  f^zzX,  zzP,  Q.» 
| ^zz  R etc.  reperimus  \t  ante  : 

j'zi+X(x-fl)-;P(ar-<i),  + iQ.  (*-«/-  *R{* -«)*+  «c- 


E e a 


Vade 


Wy-etc 
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Vnde  patet  fi  x quam  minime  fiiperct  a , fufficere 
flatui  j—b-±-X{x— a)  quod  eft  fundameutum  ap- 
proximationis  primum  propofitae  , illius  fcilicct  li- 
mitis , quo  X ex  calore  maiore  ipfius  x definitur. 

Scholion  2. 

322.  Quemadmodum  hoc  ratiocinium  nobis 
alterum  tantum  limitem  lupra  afiignatum  patefecit , 
ita  ad  alterum  limitem  hoc  ratiocinium  nos  manu- 
ducet.  Scilicet  >ti  ante  ab  x ad  u defcendimus,  ita 
nunc  ab  a ad  x afcendamua 


H abeat  a 

tum  b abibit  in 

in  a+da 

b-b-db 

a+zda 

h-^-zdb-^rddb 

a+zda 

I b-{-$db-\r$ddb-1t-dMb 
% 

«k 

a+nda 

• 

Sit  iam  a-\-nda—x  > feu  n~  tt5*  «t  valor  ?p- 
fius  b fiet  —y.  Sint  autem  A , B , C , D etc. 
\alores  fuperiorum  funtftionum  X,,  P,  Q_,  R etc. 
ii  loco  x fcribatur  a , eritque  pro  praefenti  cafu 
A— Bz=  i Cd^l  etc.  Quocirca  habebimus 
y~b+ A(  x-a)  + \ B (x-o)*4-  * Cfx-a D(.v-a)*+  etc. 

quae  feries  fuperiori  praeter  ligna  omnino  eft  fimi- 

lis  ; 
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aat' 


lis;  ac  fi  x parum  excedat  a vt  £-f-  A(x— a)  fati» 
exafte  \aIorem  ipfius  y indicet , hinc  alter  limes 
fupra  aifignatus  nafcitur.  Qiiodfi  antcm  progreflfum 
ab  a ad  * vt  fupra  §.  320.  in  interualla  aequalia 
fecundum  diflerenram  a difpefcamus  r et  termini  in 
fingulis  leriebus  vltimos  praecedentes  notentur  per 
, 'P , 'Q  , 'R  etc.  habebimus  pio  y quali  alte» 
rum  limitem  : 

J-b-v-  «.  (A+Ay+A//+  ....  -+-'X) 

4-ia’(B-4-B'-4-  B"-f-  . . . . *+•  -P) 

*+"  e1  1 C*+*Cy  -HC " -1-  ....  -+-  /Q_) 
+.V**(D4-D'-4-D''-H -*-'R) 

ctc.  • > 

ita  Tt  etiam  in  hac  methodo  emendata  binos  habe- 
bimus limites,  inter  quos  verus  valor  ipfius  y con- 
tineatur. Propius  ergo  valorem  aflequemur , fi 
inter  hos  limites  medium  arithmeticum  capiamus 
■vnde  prodibit : 

J-b-t-a  (A  + A'+A"-h  ....  +X)-MA+X) 

+ ia*(B-PX  - ,•>  ' 

....  +Q>)—T\ttt(C+Q_) 

4-iia+(D— Rj  , 

+ i*oa*(E+E/4-E'/-t-  . . +S)  — nstt^E-f-S)  ' 

+ nU*(F-T)  , 

etc.  , ( . .1  ‘ ' •.  (• 

* 

£ e 3 Atque 
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Atque  hinc  fupcriores  approximationes  tantum  ad- 
dendo membrum  P)  non  mediocriter  corri- 

gentur. 

Exemplum  i. 

323.  Logaritbmurn  euiusuit  numeri  X proxime 
exprimere. 

Hic  igitur  eft  y— , qnod  integrale  ita  ca- 
pitur Tt  euamlcat  pofito  X—  1 , erit  ergo  a—i 
et  brz o et  Sumamus  iam  ab  vnitate  ad  jr 

per  interualla  —u.  afcendi ; et  cum  fit 

hi  R = pro  indicibus  : 

jf=  x;  i + Bj  i+»aj  1+3«;....  X 


erit  Y — ■ * • * • * — • ■■■  1 - • i 

A — * f i-ha  ? 1 -+-  j a ^ 1 -+<  s a 1 ••••  * 

* 1 a 1 t 

— 5 |i+»p  i ( 1 4-i«j'  5 ( i'-+-  1 0 ~ i .... 

Vi.  ’ ^ i ( 14-*?'  (■•fit/1  ( 1+  ia,'i  • • • .*4"  «* 

f>  j?  . * «_ . 6 * 

**  — “ 0 » (•-<-«;♦’  li  + nl^li  + uCi  • — 

etc. 

▼nde  adipifcimur : 

* ( 1 + • a ■+*  i > a 1 ■+■  1 •••■+•*)  — »«  (*  "4"  * ) 

• * fit  Ct  ( I 3ci ) 

•^~*a  ( 1 + + (T^-:  «T*  ■+*  • • • • )~  * »*  ( * + 

— *a4(  I— jj 

**~'a  (*  +fi^sr*+  ;8a*(i-4-7») 

— i»a‘(*  — ii) 

etc.  Quare 
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(hiare  fi  fumamus  a—*  erit 

- . , _j_  f.  _j , I_  _ (£±ll 

fXZ^in  + + m -f-  2 «!■  ,mx 

4 m m x M 

■+*  i (i» + uTVTT*  4-  («4->)r +•  • -4-CiTil*)”  rs»"** 

_ * «*  ~~  * > 

, m**»" 

,,  I , I , 1 , , » . (!*-»•') 

•T*  »1  «i*  ' -f-  i}*  ' ( m aT*”*’'  •••"!  ( fi  xj*/  i*  *»** 

etc. 

Corollarium. 

544..  Si  hae  progrefiiones  ia  infinitum  contv* 
nuentur,  erit  poftremarum  partium  fumma 
”*«<  “Srr~— -a/(iT=r;TI  primarum  vero  i / 
vnde  cum  fit  Ix-Kl 
erit 

— « r_! — j L_  , *_  . , r t 

* «-M  — * Vm^-  1 ~ itu-,  "T*  n-t-,  -f-  . • • . •+• 

+«•••  + mtp) 

4~ 1 ( i»  4“  "4" ....  ■+•  ~zr&) 

etc- 

qnae  expreffio  adeo  , fi  in  infinitum  continuetur 
▼erum  valorem  log.  x-^~^  praebet 

Exemplum  2. 

3 aS.  Arcum- circuli  cuiut  tangens  eft  — * hac 
methodo  proxime  exprimere.  * * "* 

Quaefiio 
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309.  Quodfi  ponamus  m x .tr  m -+•  z , vt  fit 
x"'-~z  prodibunt  hae  progrefliones  1 

**"  t + ***  et 

r ) 


1 1 1 

7TTTr«+ nrm  4- 


■(w+i  j*’r  (/»+2;,,"r  iw+3/  \m-\~z,n 

quarum  fumma  alterius  maior  cft , alterius  minor 

(m+z)'-'-*,’'-' 


m" 


quam 


n- 1 [n—  1 )[m-irz)n  ‘ + J 


.«-1 1 


cafu  autem  n~i  haec  ex pr cilio  abit  in  /(i-f-s)* 

CoroI  1.  2. 

310.  Cum  prior  progreiTio  maior  fit  quam 
pofierior  , erit 

i » 1 1 (m-\-z)n"—  w*~* 

**  +(^T7?+  x)«”-\w+*r 

r (m-{-z''n"—  mn~l 


(w+ 1)'*+  {*•+»)•'*"(«+  3)' 


(«4-2)n<*(n-i  )»<'*“ 1 (/«  t *)’“’* 
* et  fu" 


1 r 

addatur  hic  vtrinque  — - ibi  vero v 


matur  medium  arithmeticum  erit  exadtius  i 


tn'  + (»4-i)a_t"  (tn+iy^  (ff.4-3)"  (w+s)* 

( 2 r ) /«4-  2 ( r s-4-  2 w— n-4-1  m* 

2 n— 1 )///"( /«4-  2)* 

quae expreflio  cafu  n-i  abit  in  /(i+mj+r^  + T^I)* 

Coroll.3* 


"\V+ 


I » 

\n  — l-  • »■  * • ' I 
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■ .CoroII. 

3»*-  Ponatur  z~mv  , ct  habebimus  fequen- 
t;s  fer  ici  lumma.n  proxime  expr^flam  : 


*a'  (ra-t-i)*  (rn-rif 


«t  cafu  x 


2 Kn—t)m\i-i-vj€ 


*•  -hm-*.,  -4- + +»+«-/[  * + V}  + — 

vnde  fi  v — 1 erit  proxime 


x 

■m* 


X 

" .7« 


(ot  + xJ*  “^(/m+2;*  • * ; * “*■;  2"/nm 


V 

~ -4~  — 
m m-t- 1 


* * , 3 

“•I*  • • • 1 4*  /i4-  • 

^aya  +W 


Coro II.  4. 

315.  Hinc  rafcitur  regula  logarithmos  qnan«, 

tumuis  n. agnorum  numerorum  proxime  alfignandi,, 

dum  leries  vulgares  tantum  pro  numeris  parum  ab 

vnitate  differentibus , valent.  Scribamus  enim  u 

pro  i-f-v,  et  habebimus: 

l u — 1 _l.  — i — _i_  — - — _l.  _i__: l=jl 

1 44  — 1»  m-f.  1 • m-f-  x ^ * * * * * /a  u i <r*  u 

vnde  Iu  ea  accuratius  definitur,  quo  maior  fuma- 
tur numerus  m. 


Dd  t 


Excm- 
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Exemplum  3. 

313  Tntegrale  y—frcZ^*  ita  fumtum’ vt  eua’ 
nefcat  pcfito  x~o,  proxime  exprimtre. 

Hoc  integrale  'vr  nouimus  eft  y~ Ang.tang.7  r 
ad  quem  viliorem  proxime  exhibendum  eft  a — ° » 
et  b — o;  fi  ergo  valor  ipfius  x ab  o per  differen- 

t‘am  conflantem  a crcfcere  ftatuatur  , ob  X— cc  ** 

erunt  eius  valores 

pro  indicibus  o$  <*  2«  ....  X 

. . • # e # e 

feriCS  c } cc-f  a a i ^ * cc-+-xx 

• c , 

caius  terminus  vltimum  praecedens  eft  /X-ae-t-ix^i’- 

Quare  integralia  noftti  /= Ang.tang.f  valor  proxi- 
me eft  - 

lt(*  -+-.«aii"  1 • • • - c c-+- ( *—  a )?  1 

alter  vero  proxima  mirior  , quia  hic  eft  nimis  ma- 
gnus , eft 

*(cc4-a«  ~i”  cc-c  iaa-!-  [t  a ^ ~ ’ * *■  * * • -+•  * jc  1* 

Inter  quos  fi  medium  capiatur,  ibi  hic  vero  a~  ec-i-xie 
adiiciendo  propius  erit : v 

fl(  5 •+*  ■+'  i£+-Taa  ”1“  cc-Hsoa  "t* *+*  ZT+xi  ) 

pAng,tang.r  + »(c+cc^«  ) — Ang.taog.e  4- 

Pro 
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Pro  hoc  ergo  angulo  valoreov  proxime  verum  ha- 
bemus : 

Ang.  tang.-c  — ■ -J-  C"^+-Tr  "i-  ec/rm  • ■ 4*  cc-^xn ) 

_ aXjL£_S-"ti£JL) 

J C ( C C H- ' X X ) 

qui  eo  minus  a veritate  difcrcpabit , quo  minor 
foerit  a numerus'  ratione  ipfius  c.  Quodfi  ergo 
pro  c numeruwi  Yalde  magnum  fumamus  , pro  et 
vnitatem  accipere  licet,  vnde  pofito  x^zcv  erit 

Ang.  tailg.  V — - f(je  + "f- &-t-y  • • • • "t’'  cc-»-wir} 

>t(  l+DV) 

idque  eo  exadius , quo  maior  capiatur  numerus  c. 

Coro  II.  i, 

514.  Si  ponamus-  rsi  , quo  cafu  error  infi- 
gnis  effe  debet,  fiet 

Ang.  taiig.  W=i-h  r+i  -h  ,tp;  •+*  r?r,  +•'.•••'“+“  risi 

i ( ’ -t-.Wl- 
* p -f-  wjr 

S it  vzz  x , erir  Ang.  tang.  1 ~f—  1 -+•  1— 1 — l , 
hineque  tt  — 3, quod  non  multum  abhoiret  a vero/ 
fi  ponamus  c~  i \ prodit 

Ang.  tang.  «=*  («+♦-£; + ;&  + «■£■  + • • + 

__  ( r -+•  V trj' 
*“”  ♦ l « -fi  Vlb 

▼nde  fi  i?n  colligitur 

Ang.  tang.  1 = J = a(*+  + 7+l)  ~ 1— *»—«==»* 

fic^uc  Tt  sz  U — 3 , 1 ,•  prop  us  accedeus. 

D d a Coroll.  1. 
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H4- 


C o r o 1 1.  2. 

3*5.  Sit  c ~ 6 , eritque 

Ang. tang. v~6(~ -t-jr?, ■+■  4*  • • • • + „v,«w ) 

( 1 ■+■  1>  V ) 

• .(  l -*-vv/ 

vnde  (i  v~\  et  v~i  oritur: 

Ang  tang  J — 6 ( i ■ ,«  .+.  t ~ I ,« -+- « I «+>  ) ** 

Ang.  tang., — fS  ( s<  "4“  3lj  i 4 ■ $»  . ) 1 j9* 


At  eft  Ang.  tang.*  -+  Ang.  tang. 

l — 1 2 { -f-  "+■  13  ( ~t~  I|  — 

feu  7T  — = 3 > 1 30<5- 


Ang.  tang.  i~7.  F.rgo 

5 r ..  io*i  * 699 

»>5 fliS  45  •»» 


Coroll.  3. 

Sitf.  Sin  autem  ibi  fiat.m  ponamus  ort, 
erit 

? - <S  { m 4- 11  4- io-f-ii  4~  /i  4--  /1 4-  ji) — ■ 

vnde  fit  ir  — 3 , 1 5696  multo  propius  veritati,  plu- 
rium fcilicet  terminorum  additio  propius  ad  vtr.t*- 
tem  perducit. 

Problema  37. 

3 «7.  Methodum  ad  integralium  valores  ap- 
propinquandi ante  expolitam  , pcrL&iorem  reddere, 
vt  minus  a veritate  aberretur. 

Sol  u t i o. 

Sit  y—fX.dx  formula  integralis  propofita  , 
cuius  valorom  iam  confiet  efle fi  ponatur  aru, 

fiuc 
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iiiic  is  fit  datus  per  ipfam  integrationis  conditionem, 
fiue  iam  per  aliquot  operationes  inde  deriuatus$  ac 
tribuamus  iam  ipfi  x valorem  parum  fuperantem 
ilJum  a , cui  relponbet  y—  b , tum  vero  fiat  X~ A 
fi  ponatur  x~a.  In  fuperiuri  autem  methouo 
affumfmius,  dum  x parum  fupra  a excrclcit,  manere  X 
conflantem  — A , idco  jue  fore  fXdx  — A(x— a ). 
At  quatenus  X non  eft  conflans  ,•  eatenus  non  eft 
/Xdx-X(x-a),  (ed  reuera  habetur  fXdx~X(x-a) 
—f<x—a)dX.  Ponamns  igitur  dX—Ydx  eritque 
J(x—a]dX  — n>(x—a)dx  et  fi  iam  P~  jf,quam- 
diu  x non  multum  a excedit  , vt  conftantem  fpc- 
ftemus  r habebimus  fV[x—atdx—\?^x—a),>  fic- 
que  fiet  yzz.fXdx  — b~t-  X(  x-a)-IP(x-fl)*,  qui 
valor  iam  propius  ad  veritatem  accedit  , etfi  pro 
X et  P ii  valores  capiantur,  quos  induunt  vel  po- 
fito  x — a,  vel  pofito  x~tf-ha,  maiore  fcilicet 
valore  , ad  quem  hac  operatione  x crcfcere  flatui- 
mus:  ex  quo  hinc  prout  vel  x~a  vel  x—a-\-<t 
ponimus  , geminos  limites  obtinebimus  , inter  quos 
veritas  fubfiftit.  Simili  autem  modo  vlterius  pro- 
gredi poterimus:  cum  enim  P non  fit  conflans,  erit 
/P  x—a)dx  — 'tP(x—a)*—'if(x—a  )' d?  , vnde  fi 
ftatuamus  d?~Qdx  , erit  fy  x-a  'dP^fQ  x-a  * dx 
rrjQJx— <z  1 , fi  qu  dem  Q r vt  quantitatem  con* 
flantem  fpeftemus  , ita  vt  fit 

jr“/x</*  = 6-l-X(x  — a)  — }P(  x — a f 

-W*Q .(«-«A 

Eadem 
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Eadem  ergo  methodo  fi  Alterius  procedamus,  ponendo 

p-dX-  0-- • R • S-~ctc. 
A-jjc,  r_4w,  Si,— a*»  — Axi  •A  — a.t 


inueniemuv: 

^ ; i + x ( a- c ) - ; p ( ^ - a }f + ri  Q.( -v  - « )*  - rh  R (^)4 

+ .Ti.VfS(-r-fl)*~  ctc* 
quae  feries  vehementer  cor.utrg  t , fi  modo  x non 
multum  fupera  a , at^ue  adeo  fi  in  infinitum  conti- 
nuetur , v rum  Viilovem  ipfius  y exhibeb  t , fiqui- 
dem  jn  fun&ionibus  X , P , Q.,  R ctc.  valor  ex- 
tremus rrH-«  fubll  tuatrr.  Nifi  autem  <am 
feriem  in  infin  tum  extendere  velimus.,  praedabit 
per  inicruaila  procedere  tribuendo  ipfi  x lucet  fi. ue 
valores  a , a?  , a"  , a'"  , a.'"'  ctc.  ac  tum  pro  fin- 
gy  lis  valores  litter  s X,  P,  Q,  R,  S etc.  conuc- 
pientes  quaeri  oportet,  qui  fint  , vt  fcquuntur  : 

fi  fuer:t  x~ a , a , a , a , of ' , ar  etc. 
fiat  XrrA,  A',  A",  A",  AIV,  Av  etc. 
pxrPrB,B',B",  F",  B,v  , Lv  ctc. 

Q = C,  C',  C",  C"',  C\  Cv  etc. 
f]-R-D,  I /,D",  L'",  Liv,  J/  «c, 
ctc. 


^um  vero  fit 

,=bt  b\  b\r,  b \ b T et* 


qqibs» 
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quibus  conftitutis  erit  yt  ex  antecedentibus  colligere 
licet : 

b'  -b  +A'  [a  -a  )-JB'  [a'  -a  ),+{C'  (a' -a  )* 

— u D'  ( a'  — a )*  rf-  etc. 

b"  = b ' + A"  (a"  rfl*  )-SB" («*-«'  y + iC(a"-a'  )* 

-iD"(a"-a')4+etc. 

• -^'V-oT-i-etc. 

= 6"' +AIY(anr- a"'  )-’BIV(  axv-  a"  )*  + JCV^'7 

— i*  B)IV  ( cF—a" )\-f-  etc, 
etc. 

quae  exprcfliones  eousque  continuentujr , donec  pro 
valore  ipfius  x quantumuis  ab  initiali  a difcrepante 
valor  ipfius  y obtineatur. 

Coro II.  i. 

318.  Haec  igitur  approximandi  methodus  eo 
vtitur  Theoremate , cuius  veritas  iam  in  calculo 
diflerenriali  eft  demonftrara  , xjuod  fi  y eiusmodi 
fuerit  fun&io  ipfius  x , quae  pofito  x~a  , fiat  ~b  , 
ac  ftatuatur  , J-f =P , Q.,  JfrrRetc. 

fore  generaliter : 

-t-noSCar-a)*  etc. 

% 

E e 


Coroll.  a. 


2x8  C A P Y T'  Vir. 

C o r o 1 1.  2. 

319.  Si  hanc  feriem  in  infinitum.  continuare 
Yellemus , non  opus  effet , \albrem  ipfius  x parurrx 
tantum  ab  a diucrrum  affumere.  Verum  quo  ifta 
feries  magis  conuergens  reddatnr , expedit  faltum 
ab  a ad  x in  intcrualla  difpefci  , et  pro  fingulia 
operationem  hic  defcriptam  inftitui.. 

C o r o 1 1.  3. 


320.  Si  yalores  ipfius  x ab  a per  differentias 
conflantes  rra  crefcere  faciamus  , fitque  \ltimus 
m-\-na~x  , ita  vt 


fi  fuerit  x ~ a , 

a+-« , 

fl+  2 a , 

o+3«, 

. . . . X 

fiat  X-A, 

A', 

A", 

A"', 

. . . • 

£ = p=b, 

B'  , 

B", 

B'"  r. 

...  ^ p 

H=q=c. 

C'r 

c\ 

^ ) 

. . . . q 

£=R-D, 

V\ 

D y 

< r . R 

etc. 

indeque  y~b> 

b'  , 

b", 

r 

erit  pro  valore  x~x  omnes  feries  colligendo: 
j — b + o.  ( A + A — H A *+•  . , , , *+-  X ) 
-;«•  (B*  -+-B"  -l-B'"-f-  ....  H-P) 
+i«'  -t- . _ . -f-q) 

*"■*«  (I)  H-D  -f-D  — H . . ..  . — t—  R ) 
ctc.. 

Scho- 
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Scholion  i. 


321.  Demonftrario  theorematis  Coroll.  t.  me- 
morati, cui  haec  methodus  approximandi  innititur  , 
ex  natura  different  i alium  ita  inftruitur.  Sit  y fun- 
diio  ipfius  x , quae  pofito  X—a,  fiat  y—by  et 
quaeramus  valorem  ipfius  y , fi  x vtcunque  exce- 
dat a : incipiamus  a \ a lore  ipfius  maximo , qui 
eft  x , et  per  differentialia  defeendamus , atque  cx 
diffcrcntialibus  patet : 

fi  fuerit  xl  fore  y 

x—dx  y -dy  d dy —d'y  -t-d*y—  etc. 

x—zdxy-zdy-\-zddy—4-dty-\-$<fy—  etc. 
x—  $dx  y-$dy-\-<iddy—  \Q<Cy-\-  isd*y—  etc.  - 


i x—ndx 


(ty\ 


I.  2*  |>  ♦ 


Ponamus  nunc  x—ndx~ a , erit  ideoque 

nqmerus  infinitus  ; tum  vero  valor  pro  y refultans 
per  hypothefin  effe  debet  rz :b , quamobrem  habe- 
bimus: 


( i-«  )*  tli y t -t  - a **y 
_i.  » d «*  — M.iaj* 


+ 


f t - a)*  d*y 
j.  4 d x* 


-etc. 


<Juod  fi  iam  fiatnamus  X,  ffzzP,  H—Q.» 
etc.  reperimus  vt  ante  : 

^-i  + X(X'fl)-iP(x-u)*  + 14q(x-o/-wR(M*+et€* 


E e a 


Vnde 


'dy-otc. 
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Vnde  patet  fi  x quam  minime  fiiperet  a , fufficere 
flatui  y=zb-\-  X(a— a)  quod  eft  fundameutum  ap- 
proximationis  primum  propofitae  , illius  fcilicet  li- 
mitis , quo  X ex  calore  maiore  ipfius  a*  definitur. 

Scholion  2. 

322.  Quemadmodum  hoc  ratiocinium  nobis 
alterum  tantum  limitem  lupra  affignatum  patefecit , 
ita  ad  alterum  limitem  hoc  ratiocinium  nos  manu- 
• ducet.  Scilicet  >ti  ante  ab»  jc  ad  a defeendimus,  ita 
nunc  ab  a ad  a afeendamus 

fi  abeat.  a tum  b abibit  in 
in  a+da  b-\-db 

a+zda  b-t-zdb-hddb 
a+$da  b-\~zdb-{-$ddb-\-dtb 


a-^-nda  | b+ndb+  ^Jddb+^-^-fb etc. 

Sit  iam  a-\-nda— a»  feu  « — Vr5»  et  val°r 
fius  b fiet  zzy.  Sint  autem  A , B , C , D etc. 
■valores.  fuperiorum  funtftionum  X P , Q. , R etc. 
fi  loco  A feribatur  a , eritque  pro  praefenti  cafu 
A— Hi  B i C — Xai  etc.  Quocirca  habebimus 
y~b+ A(  x-a)  + i B (a -a)*4- « CCa -a*+  « D(a-a)*+  etc. 

quae  feries  fuperiori  praeter  figna  omnino  eft  fimi* 

lis  i 
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aai' 


lisj  ac  fi  x parum  excedat  a \t  b-h  A(x— a)  fati* 
exa&e  \alorcm  ipfius  y indicet,  hinc  alter  limei 
fupra  alfignatus  nafcitur.  Qiiodft  autem  progrdTum 
ab  a ad  r vt  fupra  §.  320.  in  interualla  aequalia 
fecundum  differentam  a difpefcamus  , et  termini  io 
fingulis  feriebus  \ltimos  praecedentes  notentur  per 
'X  , 'P , 'Q , /R  etc.  habebimus  pio  y quali  alte» 
rum  limitem  : 

y — b-\-  a.  ( A -4-  A//— {—  ....  -4— OC) 

+ ;tt‘(B  + B'  + B//+  . . . . -4-  'P) 

+ i/(C+C+C//+  . . . . 4-'Q.) 

"d-.1* ® (D-4-  D/-4-D//-f-  ....  -4-  K ) 

etc.  ’ J 

ita  Tt  etiam  in  hac  methodo  emendati  binos  habe» 
bimus  limites,  inter  quos  \crus  \alor  ipfius  y con- 
tineatur. Propius  ergo  valorcm  aflequemur  , li 
inter  hos  limites  medium  arithmeticum  capiamu» 

■vnde  prodibit : 

j-b-b*  (A4- A/+A//4- +XJ-MA4-X) 

+ ia'(B-P>  * , 

+ l<t\C+C'+C'+ +Q.)— T*a*(C4Q) 

-4-,'*a\D— Rj  . ,m 

lU a*(E+  +S)-,;5aWs) 

+ w^(F-T)  , 

etc.  , » . » ‘ 

E e 3 Atque 

1 
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Atque  hinc  fuperiores  approximationes  tantum  ad- 
dendo membrum  JaCB-P)  non  mediocriter  corri- 
gentur. 

Exemplum  i. 

323.  Logarii  bmum  cuiusvis  numeri  X proxime 
exprimere. 

Hic  igitur  eft  y — /t  1 q°°d  integrale  ita  ca- 
pitur Yt  euamfiat  pofito  Jf— 1 , erit  ergo  n — t 
et  br=  o et  XzzlM.  Sumamus  iam  ab  vnitate  ad  Jf 

per  intcrualla  —a.  afcendi  ; et  cum  fit  P— «i* 

Q— Pro  ibicibus  : 


X = 

* ; 

i-i-fti 

I+i*  j 

1 + 3«;  ....  Jf 

erit  X — 

> i 

f 

a *+"  CL  1 

t 

1 -+-  1 a » 

1 -f-  iH  i • • • • j 

P = 

-« » 

1 

t ■ -*-«?» 

1 

( !-<->«)*  » 

1 t 

( i -h  j a )J  i • • • • 

a i 

• 

( «-+-*  ?’ 

• 

( « ~h  2 a j«  ’ 

» , * 

( 1-*-  1 a,M  • • ••*"»** 

R = 

-6  ; 

« 

( 1 -+-  a)4’ 

« 

( 1 -t-  1 a )♦  ’ 

6 6 

( 1 -4-  s « /♦  i • • • 

etc. 


▼nde  adipifeimur : 

a ( I + r^4-r^Ti+  T^rs-t" + i * ( 1 + i ) 

•4-* «"( * + 1 !•*-««)■  "P* • • • • *+'»T)— ( 1 

I + ■+■  •••••+■  »f)—ioa  (I4-T») 

etc  Qiiare 
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Quare  fi  fumamus  « — ^ erit 

f* — i *+*  n-f  • * -+-  j -H 


11J 


i—  i.  __  rr-*-o 

(3tr-fct  ) 
T“*  «rnrnxx 

H- » ( ®j + (m  -^r  !r+ ( m ij*  ~f** . . ) — rsjf*» 

f *♦  — « ) 
• m* 

i» 't-.i1  (m -+- • ■ • • ■ l f» »)i) — 
etc. 

Corollarium. 

544.  Si  hae  progrefiiones  ia  infiaitum  conti- 
nuentur, erit  poftrcmarum  partium  fumma 

i j m x "Ki  , * wi  x -4-  1 m ■ " • 

primarum  vero 

▼nde  cum  fit  Ix  + il  ^ 

erit 

; «twx-f-Q / .»  i 1 > r | 

* »-+-■  — zU+i'rm+f + m+,  +....+  nT*-/ 

+ ?((«-*.i|«4"(ZmT+(«i+,)I  -f-  • . . . -4-  mi  (l ) 

*+■  i ( (m-t-  .>  + -i-  ) 

etc.- 

^uae  expreflio  adeo,  fi  in  infinitum  continuetur, 
»erum  valorem  log.  praebet- 

Exemplum  2. 

315«  Arcum . ar culi  cuius  tangens  ejl  —f  hac 
methodo  proxime  exprimere. 

Quaeftio 
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Qiiaeftio  igitur  eft  de  intcgrali  j^/rr+HcT*  qao^ 


pofito  a— O euanefcit ; entque  a— o , ct  b o 

«•  — dX_  — tcx  ^ /)P  __<-*tcc-»xx) 

:)*  i \£.—dx—  <«-+-xx)*j 


tum  vero  X_t- 


. p— . 
tl  r — J -c-- i 


-icx 

LC-i^ST’ 


R jx { c c-t-  1 1 ]*  ’ ax  (cc.  | xx) 

quae  formae  in  infinitum  continuatae  dant : 


J-i 


iI+(< 


d’ 


-XX) 


X»(  cc-m)  C X * ( lCi-t»«) 

j(cc+**7*  *(ec-f  jj)* 


. e x4  ( t c*  — [iccn  + i o x*  ) , 

J 1 — _ .a  t r i'  -4  - r r lJ 


pfr. 


Verum  fi  x per  interualla  — i , vt  fit  a — i,  cre- 
fcere  ponamus  erit 


A : r7  ; B : o ; C - ~ir~  ; 

_ , c T^, — -c  ,-v  — ,e'ee — Q 

A — .cH-.  i R — (cc-Hi)*_i  t-  — ' 

r 

- 4!  C T )»_  — *C—  . r"  — — <CtCC~Ml 

A — cc-t-ri  — (CC-+-V)*  — («-»-♦)* 

A"'_  c T>'"  — <*  - c‘‘‘—  — »ctce-— ^ 

A — i t3  — (cc-+-^*  (C--+-S)' 


D =o 

D'  _ «cCicc— *) 
- (cc-tTT)*' 

Tv" tit(»ec— <«1 

— (CC-f-.J* 

D///  1 |C(  JCC— ?£) 

— ' (cc-t-pj* 


X 


« p _ --,Cf”~,gX)- 

— cc-f-xx»  r -(«+K),1'C  - (ec-t-xxj*  l 


R 


_«ex(i«— txx) 

— (CC-+-XX)* 


hineque 

> = f(«  + + ccTT  + clir + CC-+-X*  ) — « 

. cx__ 

•+■  ,((+»!• 

I . It-I  . *— .«  ■ cc— ee— i»v  . » . c (cc—sxx) 
*“  * Vc4  "T" (cc -+-■)*  i jce-t-4)*'*  («c-t-s)  * "t*  • • > "T Ufc+  x*)1  J "•  *c 5 “>  6(cc-t-xx7* 

exf  Jtt  » X x) 
“ ’ i|cc  -1-  x x )♦ 

etc.  Corol- 
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Corollarium. 

3a<y.  Polito  ergo  ccrrc-f  vt  fiat  jcrAng.tang.i-! 

4/  « 1 !Lj * 1 11  »» « . . t , . 

~r~,0’  iS»  ««J+m 

cuius  valor  non  multum  a veritate  dilcedit , fed 
haec  exempla  tantum  illuftrationis  caufa  afierro,  non 
vt  approximatio  facilior  , quam  aliae  methodi  fup- 
peditant , inde  expetetur. 

Exemplum  3. 


317.  Integrale  y-f- 


zdx 


--  ita  fumtum,  vt  etta* 
nefcet  pofito  x~o  , vero  proxime  ajjignare. 


_I 


„ dx  — 1 

Per  redudtiones  fupra  expolitas  eft  f — -e  *X 

v.  X 


__I 


—fe  Xdx  et  pars  e Xx  euanefcit  pofito  * — o, 

, " ’ _i 

Quaeramus  ergo  integrale  z— />  Xdx , quia  eo  in- 

vento  habetur  y~e  ac  fupra  iam  obferuauimus 

alias  methodos  approximandi  in  hoc  exemplo  fruftra 
tentari.  Cum  igitur  pofito  arro  cuanefcat  z,  erit  aco 

«t  bo,  tum  vero  Xcf  *,  hincque  P— e * — ; 

<i=H ! R=E =*": (*  ■ -v +£  > * 

F f S= 
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•i 


feti 


c— <jr_ rx*  ( ' _ li  etc.  quibus  valori- 

b — — e vr»  x’  7r*4.  **/ 

bus  io  infinitum  continuatis  erit 

”^T») 

, /.  — ii-0-+-i2o)etc.C 

> — TMj*  JC*  Jt  ^ ' J 

quae  feries  parum  conuergit,  quicunque  valor  ipfi  x 
tribuatur.  Per  interualla  igitur  a o vsque  ad  x 
afcendamus , ponendo  pro  x fuccefliue  a, 

3®  etc.  vbi  notandum  fore  A— o , B— o , t o> 

D— o etc.  ac  regula  noftra  praebet: 


a(e~a-\~e  ia~^-e  **  + ••••  •+■  e *)~ lae  c XJt 

' I _ I 

—n<x  e e 

Si  hinc  valorcm  ipfius  z pro  cafu  xm  determi- 
- aare  velimus  r et  pro  a fra&ionem  paruam  i aflu-^ 
mamus  f habebimus : 

X~\[e  T+e  5 4-*  T+*  n 

+#('"?(2r 0W’'(~)+*',(7r)+-  • • 

, * — « 

, ■"  4*»4« 

Si 
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Si  hic  pro  n fumatur  numerus  mediocriter  magnus 
Tei  vti  io,  valor  ipfius  * ad  partem  millionefimam 
initatis  cxa&us  repcritur  , ac  yicies  exa&ior  prodi- 
ret, fi  pro>  fumeremus  ao. 

Scholion.  x. 

318.  Hoc  exemplum  fufficiat  eximium  Tfum 
huius  methodi  approximandi  oftendifle.  Intcrim  ta- 
men occurrunt  cafus , quibus  ne  hac  quidem  me- 
thodo vti  licet , etiamfi  totum  fpatium  , per  quod 
variabilis  x crcfcit , in  minima  interualla  diuidamus. 
Euenit  hoc  , quando  fun&io  X pro  quopiam  inter- 
vallo dum  variabili  x , certus  quidam  valor  tribui- 
tur in  infinitum  excrefcit , cum  tamen  ipla  quanti- 
tas intcgralis  y^zfXdx  hoc  cafu  non  fiat  infinita: 
veluti  fi  fuerit  » vbi  X— yfr=-j>  quae 

pofito  x~a  fit  infinita , integrale  vero  y-C-xi/ (,a-x) 
hoc  cafu  eft  finitum.  Hoc  autem  femper  vfu  venit, 
quoties  huiusmodi  fa<?tor  a-x  in  denominatore  habet 
exponentem  vnitate  minorem  , tum  enim  idem  fa- 
dtor  in  integrali  in  numeratorem  tranfit ; fin  autem 
eiusdem  fadoris  exponens  in  denominatore  eft  vnitas, 
vel  adeo  vnitate  maior,  tum  etiam  ipfum  integra- 
le cafu  x—a  fit  infinitum,  quo  cafu  quia  approxi- 
matio  cefliit , hic  tantum  de  iis  fermo  eft  , vbi  ex- 
ponens vnitate  eft  minor  ; quoniam  tum  approxima- 
tio  reuera  turbatur.  Verum  huic  incommodo  facile 
medela  afferri  poteft  , cum  enim  difterentiale  eius- 

Ff  * modi 


aaS 


CAPVT  Vll. 


Xdx  , 

Ztt  exifteutc 


modi  formam  fit  habiturum 

ponatur  a-ar-Z4,  vt  fit  arra-z^  ct  dxz:-[L^~’dx  ' 
et  differentiale  noftrum  erit  =r— p.XzaA"'</z , quod 
cafu  x~a  feu  z = o non  amplius  fit  infinitum. 
Vel  quod  eodem  redit , pro  iis  interuallis  , quibus 
fun&  o X fit  infinita,  integratio  fcorfim  reuera  infti- 
tuatur , ponendo'  x~a  HK  to , tum  enim  formula  X</ar 
fatis  fiet  fimplex  ob  u valde  paruum  , vt  integratio 
nihil  habeat  difficultatis.  Veluti  fi  valorcm  ipfius 
j—  fy*a*~rx*)  per  interualla  ab  a:rro  , vsque  ad 
x~ a— ol  iam  fimus  confccuti  , pro  hoc  vltimo  in- 
teruallo  ponamus  x — a—  u , et  integrari  oportebit 

quod  ob  “ ™lde  paruum 
abit  in  nnf  1 i — 73  -+•  ) cuius  integrale  fumto 

<o=a  eft  V ea— fvv  -+-  ItiT"*  > quod  fi  ad  plures 
terminos  continuetur  , non  lolum  pro  vltimo  inter- 
vallo fed  pro  duobus  pluribusue  pofiremis  ponendo 
tt—  2 a vel  urr:3flt  adhiberi  potefi.  Pro  quibus 
enim  interuallis  denominator  iam  fit  fatis  paruus, 
praeflat  hac  methodo  vti , quam  ea  quae  ante  eft 
expofita. 

Scholion  2. 

349.  Interdum  etiam  aliud  incommodum  oc- 
currit , vt  denominator  duobus  cafibus  euanefeat  y 
veluti  fi  fuerit  /vt7— * ^rTF)  > vbi  variabilis  x 

femper  inter  limites  b et  a contineri  debet , ita  vt 
tum  a b ad  a creuerit , deinceps  iterum  ab  a ad  b 

decre- 
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t • 

decrclcat;  interea  autem  integrale  y continuo  crefcere 
pergat ; cuius  igitur  valor  per  interualla  commode 
determinari  non  poteft.  Hoc  ergo  cafu  ia  fubfidium 
vocetur  haec  lubftitutio  ar  — — %{&  £)coC4^» 
qua  .fit  «t  [a-x)[x-b) 

r(i(  a—b)+Ka~b')cor.Q>)('i(a--b)-'i{a-b)co{'.(p) 
feu  (a— x)(x— b)  = !(<*—  , vnde  oritur 

y^zfXdQi  quae  nullo  amplius  incommodo  laborat, 
cHm  angulum  continuo  vlterius  aequabiliter  au- 
gere licet.  Hoc  etiam  ad  cafus  patet , vbi  bini  fi- 
diores ia  denominatore  noo  eundem  habent  expouen- 

Xdx 

tem  , veluti  fi  fuerit  y—foi  : » in  IX. 

V(a-xr[x-b? 

p.  et  v fint  minores  quam  a ^ > quem  exponentem 
parem  fuppono.  Si  iam  jx  et  v non  fint  aequales 
fed  v p.  ad  aequalitatem  reducantur  f hoc  modo 
a 

Y—fXdx V (.v— b Y'y.  Quodli  iam  vt  ante  pona- 
V[a-xf[x-bf 

tur  * =1(0-+-*).- !(«-*)  cof  $ obtinebitur 

a /X</(£>fm.(£>  x '(i  — cof.<J>p*  , vbi 
angulum  (f)  qHousque  libuexit  contmuare  et  metho- 
do per  interualla  procedente  vti  licet.  Quibus  ob- 
feruatis  vix  quicquam  amplius  hanc  methodnm  ap- 
proximandi remorabitur.  • 
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VALORIBVS  INTEGRALIVM 

QVOS  CERTIS  TANTVM  CASIBVS 
RECIPI  VNT. 


Problema  38. 

330- 

Ijcw  dx 

ntegralis  valorem,quem  pofito  aCt 

recipit,  affignare , integrali  fcilicet  ita  determina- 
to, vt  euanefcat  pofito  x—o. 

Solutio. 

Pro  cafibus  fimpliciffimis , quibus  rei 

m~x  , habemus  pofito  x—i  , poft  integrationem 

dx ^ xdx 

fy(i-xx)  1 ct  ■*' V ( 1 — xx)  x' 

Deinde  fupra  §.  119.  vidimus  effe  in  genere 
, dx  m „ xm— Vx  x 

■^V(i-,rx)  xx)  m+ix  ^ XX^ 

cafu  ergo  r— 1 erit 

xm-*"dx  m . xm“~'dx 


Y(i~xx)  m+ify{i-xx)’ 


▼nde 
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vnde  a fimpliciflimis  ad  maiores  exponentis  m va- 
lores  progrediendo  obtinebimus : 


dx  71 

f V\i-xx)  2 

xx dxj~  i it 

f V(  1-XX)~~2  2 

x*dx_  1^3  tc 

fy{i-xx)  “"a.+  z • 

x*dx  I 3'$  * 

' V{l-XX)  2 4.6  2 

x'dx I-3-5-7 

* V(l-AX)  2.4.6. 8 2 


xdx 

1 V^-xx)  — * 

x*dx  2 

'V[i-xx)  3 

x*dx 2.4. 

'V(i-xx)~3^ 

xTdx  2.4-g 

' V(i-arar)  3-5*7 

arVar  2.4.tf.S 

' V(i-arar)  ~3-5-7^9 


f 


x^dx  2.4.<?.;.;; 


VU-xar)  3.5.7 (an+i).. 


x"dx  1.3.5 (2«-l)  Tt 

f V{i-xx)  2.4,6 an  2 

Coroll.  r. 

xmdx 

331.  Integrale  er§° pofito  arrri 

algebraice  exprimitur  cafibus  quibus  exponens  m eft 
numerus  integer  impar  $ cafibus  autem  quibus  eft 
par  quadraturam  circuli  inuoluit ; femper  enim  ir 
defignat  peripheriam  circuli , cuius  diameter  = 1. 

Coroll.  2» 


2» 
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Coroll.  2. 


331.  Si  binas  poftremas  formulas  in  fe  mul- 
tiplicemus prodit : 
xtn'*~'dx 

xax  x «i  fci  licet  X — l , 

J V(i-xx)J  V( i-xx)  ^ 

quam  veram  efle  patet  etiamfi  n non  fit  numerus 

integer. 

Coroll.  $. 

333.  Haec  ergo  aequalitas  fubfiftet  fi  ponamus 
jezrz”  iisdem  conditionibus , quia  fumto  ar— o vel 
^3=1  fit  z=o  vel  z=  1.  Erit  ergo: 
z,nv-f-iy~Vz  *.  F m 
V(i  —z”)  . 

et  poGto  a«y4-y—  1 fiet  pofito  z—t 
z*dx  z*-+-'dz  _ , , • 

ftV[i—z^y  y 1 1— z") 

Scholion  1. 

334.  Quod  tale  produAum  binorum  integra- 
lium  exhiberi  queat , eo  magis  eft  notatu  dignum  , 
quod  aequalitas  haec  fubfiftit , etiamfi  neutra  for- 
mula neque  algcbraice  neque  per  7t  exhiberi  queat. 
Velu ti  fi  y— 2 et  jji~o  fit 
dz  r zzdz 

■ f vFP*)*' r^i-z4) . 

«mili- 
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fimilique  modo : 

V—  3 > H-  — o fit  /y(  , ) */V(  I — *•  J—  !•*— 7 

3 » fit  /7T^ST)-/y^Tj=i  *=5  ‘ 

y=4  , p.=o  fit  fvjT^r^TT^-l^-X  v 

; . . ..  < 

,>'^4  » F-— •*  fit  /Vt**.' 35*7* /y  ( I <t*j—  ti* i — »5 

• - . • ...  ..........  *\ 

'=5  , fit  /‘7rfr^/v-7“V)= i.7r5 

^—5  » F-  — 1 fit  /y{  5 > 

*=5  > F-=*  fit  fv^Wtf^h*ph-7=?' 


m t®  d 31  . j 

y—S  i h*-  — 3 fit  /v  ( i 3«®  )• /y"(7 


x*  d 25 


— i 7T  — ir 


s'0)  — 13"  i — 33 

tjuae  Theoremata  fine  dubio  omni  attentione  funt 
-digna. 

Scholion  2. 


335.  Facile  hinc  etiam  colligitur  valor  inte-r 
/ xmdx  • 

gralis  /-  . _ - ; pofito  a.~i  , fi  enim  feribamua 
y \X  AA  J 

• ■ i . • z*mdz 

x— zz,  fiet  hoc  integrale  a ^ ^ _zz^  i quocirca 

pro  cafu  a,'^=i  nancifcimur  fcquentcs  valores : 

r dx 

C S 'V(x-xx) 


..  Digitized  by  Google 


»34- 


C A P V T Vllt. 


dx  

fy(x-xx)  ~~  % 

xdx  _ f 
^V{x-xx)  “-s’7t 


/ 

f 


xxdx 

Vti^xx) 

x9dx 
V(x-xx) 


— L1 

a-4' 

i-3-5 

— : -.7r 

3.4.$ 


r 


x*dx  I. 3-5-7 


VU-xx)  3.4.6. 8 
xVx  I-3-5-7.9 


^v(x-xx)  a.4.6.8.10 


ir 


/: 


•icV-*  1.3.5 (sw-i) 


V ( jhvx ; 2.^.6. sm 


-jr. 


Hinc  ergo  integralium  huiusmodi  formulas  inuol- 
▼entium  , quae  magis  funt  complicata  , -valores,  quos 
pofito  xzz  1 recipiunt  per  feries  fuccin&e  exprimi- 
poffunt-,  quem  \fum  aliquot  exemplis  declaremus. 

Exemplum  1. 

336.  Volor  em  integratis  /y(,d;£-,- 3 pofito  r,, 
per  fieriem  exhibere. 

v 

Integrali  detur  haec  forma  /y x-x).(l -t-xx)  *„ 
Tt  habeamus : 

/ *K— *«)— /yo-ajcjC1  rf*  _cte-) 

lingulis  ergo  terminis  pro  calu  x~i  integratis  orietur: 

/ Hl-X*) «A  1 4.  !«,>*“  4- 


Corol- 
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Corollarium. - 

337-  Simili  modo  pro  eodem  cafu  x , 
reperitur : 


/•  xdx  > • - 

J /(■—*♦)— 1 1-V-*  ^ H-p — A-f* etc.  — J 

J VO—  ar»)  — ili  !».♦*+■  jV1.6*.«,4“CtC.J 

/■  *!*E  , i;  ■ ! « n . io 

l—X*)  I l-I  5. 7 ;.j  l oiii  etc. 


W 


eft  autem  f^^r)==.  \ — * V (j  -*4)  ideoque  =* 
polito  x~  i , ynde  haec  poftrema  feries  eft 

Exemplum  2. 

338.  Valorem  integra/is  f dxV1^—  cafu  x~x] 
per  feriem  exhibere. 

Cum  fit  V(i+a.xx}~x  -+-.J  axx  — ^a^x4 
etc.  erit  per  f multiplicando  et 

integrando 

J axv  i—xx  — s ( X -h  —a—  — etc.  j 

ynde  peripheriam  ellipfis  cognofcere  licet. 

' t 

Exemplum  3. 

339.  Valorem  integratis  /y^ 7=7,7  cafu  x~*per 
feriem  exhibere. 

Repraefentetur  haec  formula  ita  /^rh?j“’vt  fit: 

i-:*+=v-^v+eK.)“  “ 

G g a ynde 
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»3d 

■?nde  feries  haec  obtinetur  i 

' ' ~ + etc- ) 

quae  ab  exemplo  prinao  haud  differt : quod  non 
mirum,,  cum  pofito  x—zz  haec  formula  ad  illam 
reducatur.  ; . . 

Problema  39. 

«-* 

340.  Valorem  intcgralis  fxm~'  dx(i  — xx)  * , 
quod  pofito  xzzo  euaneicat definire. 

S o 1 u t i o. 


Redudiones  fupra  128.  datae'  praebent  pro» 
hoc  cafit 


fx?'~'dx[  i-xx) 


,?4-i  _xm(i-xx) 


* + r 


fxm~'dx[i-xx)' 


m+ p.+2  “ 

fhrnto  ergo  p.  — 2 n—  1 , erit 

Jxm"dx{T.  -xxfV'  fx*"  dx{  1 -xx  ^ ‘pofito  x=ri. 

. , xm~'dx 

Cum  igitur  in  praecedente  problemate  ralor  /y-—^ 

fit  aifignatus  , quem  breui tatis  gratia  ponamus  =:M, 
hinc  ad  fequentes  progreuiamur  : 


/ 


dx 


V(i-xx) 


=rM 


fx^dx^i-xx)'  — -^^  M 


/J r* 
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/*"- </*(!-**)■  w 3— - M 

(m+i  )(w+3)  • 

Jx m"dx(  t-xx  Y ==  ■ -9-  . y ^ M 

ec  k*  genere 

Iarn  duo  cafus  funt'  perpendendi  ,•  prout  w — x eft 
•»el  numeros  par  yel  impar  t fi  enim 

tn-i  fit  par  , erit  M=I; 

n- 1 fit  impar , eric  M— yrir/.  \ rr  ~ «~r 
Hinc  fequentes  deducuntor  Talores  i 
Jd  xV{  i-xx)~l  I /xdxV(  i 


fx*"dx(i—xx  y zz 


fx*dxV(  i -xxjz^.* 
/x*dxV(i-xx)-^.T 


fx'dxV[\—  arar)rj.f 
fxtdxV{i-xx)-\ri 


\ ^ " /-4.6.  »‘  4 

/dar  (i— 

\ ~ / - 1’  j.  r.i 

: *•  — — - v* 

fxdt  (\-xxy  z\ 

• 

fxxdx{*-xxy~^u 

fx'dx[i~Xxyzls.-$ 

[X  v*(»-**^=i-;.ir 

rx'dx(t~xxyz).’£' 

ffdxd-xx)Si=gi.s 

fx’dx[  i-xx/=i.^ij 

— - :L 

Gg  3 
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a 

fdx(  I —XxY-n 

fx'dx(i 

fx*dxU-x 

'/Sdx(t-xxy='i%7t.S 


fxdx  ( I —XxYz* 

/x’  dx(  i —xxy~lr.l 
fxsdx(x-xxf-yj±t 

, . 5 

/at  ^/at( z — ATjrVri.m^l 

J k * 9 §»iu*§ 


etc  - 

Problema  40. 

, a-V*  a:1"^ 

341.  Valores  integrahum  — et  /— 


polito  ,v=x  affignare 


Solutio. 

Ponamus  pro  cafibus  fimpliciflimis; 

, dx  . , xdx  xxdx 

/7— /-, -=Bj  f- --C 

V(l-ATJ)  V(l-4f») 

Jr~ — = A'j  /t“~— B'i  /7S5L=<y 

V(i-x)  V(i-ar1)* 

et  ex  redu&ione  prima  §.  122.  pofito  a~i  etfc-t, 
pro  cafu  habemus 

fxm-'dx(i-?y 

-ergo  pro  priori  vbi  nzzz  , v — 3 et  p.  — —1 

fx </* ( 1 - x’ )“ ' * ^ fxm"  dx(i—x’j~* 

pro  pofteriori  xbi  »— 3 » v — 3 et  /a  — — 2 - 

/xn+1dx{  1 -*  *p  ~^fxm~'dx[x 

- hinc  1 
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hinc  obtinemus  pro  forma  prior: 


/,— = A 

yti-»1) 

=JA 

*-**) 

,3»dx  __  A 

/«  “ J*« 

*(<-*') 

/■  X*dx  _ M.T  A 

/i  — J.6.* 

xl,dx  1.4.7.13 

/»""  — *•*•>•■* 


fjcAx_  _ B 
Vti-a  *j 

/i  g7da  _>  1.5  p 

I _ 4'7  ^ 

Vt'-*1) 

r x‘°dx  _ 1. 1 » t> 

/j  A.f.lO 

y(i-x5) 

^ x'  »ix  _»•;.»■  ii  JJ 

J * ""*  * 7-ia.i I 

VCl-Jt») 


«t  pro  forma  pofteriori 


3*.lX  _!.♦ 


/-£— =A'  /•_*'*_= B' 

It-*1)*  V(  i-»1)* 

«.  a«i»  _i.«  A/  . /•  xrilx  _«.J-n/ 

/i  -u*  Js  -*»1* 

yo-**)*  *.-**)* 

/»>d»  i»«-r  /•  **°da  — . 

vo-*4}» 

/a'*Jx  _i.«.7»iaj^/  /-x^ifa  —i.j.i.ii  j 
* /I  . I.6.JJI 

*.-»*/  V(*-*'j* 


x*dx  t»4-r  A/ 

I I.M 

«.-«‘J* 
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vndc  concludimus  fore  generaliter : 
Xtndx  1.4.7 (3«— a) 


V(i-a:5) 


3 6.9 3» 


x**+'dx 2.5 .8.  . . (3«— 1) 

J Y(i-f)  ”+.7-io t3n+1)^ 

x3n~*-'dx  __  3.5.9-.  3« 

' y(x_*»)  ~ 5-8.1 1 (3»-t-a)1' 


/7 


xtndx  1.4.7. ...  (3*-*)  . , 

Xt%+'dx  2.5. 8. . . , (3#—  1) 


f- 


y^x—x*)'  5 «tf.p»  • . (.8®) 

x^^dx  3.5.9,  ....  3« 


B' 


y.  4-7- *o (3*+x) 

notandum  autem  e/t  .effe  et  Csi. 

C o r o 1 1.  1. 

342.  Hae  formulae  variis  modis  combinari 
pofliint , vt  egregia  Theoremata  inde  oriantur  , erit 
fcilicet : 

x,ndx  xt'i~*~'dx  AC'  1 dx 

f * ””  3«+r  3 »+*  f J, 


C 


V(i-x5)  V(i-.v5J* 

^"^'dx  „ x'"dx 

S~x  •/' 


iXi-ar*) 

A'B  _ 1 ifa  ‘ 4^* 

'J 


v(i-x')  v{i-x,y  3,i+I  3”+I  v(i 

x'n+'dx  xzn+'dx  _ 2B'C  _ x xdx 

C o r o 1 1.  2. 


343.  Quia  nunc  ratio  exponentium  ad  ter- 
narium non  amplius  in  computum  ingreditur , erit 

gene- 
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generaliter : 

xx~'dx  , xx+'dx  dx 

/~,  •/»  - r—  1/j 

V(  \-X')  V[l-x')'  V(l-AT’) 

xxdx  , x^Va:  , xdx  „ dx 

f- /7 =1/7 'f~* 

V(i-a:1)  V[i-x'j'  V(  i-ar’)  y(i-**)* 

• x\/ar  ax_,</a-  av/r 

/7 -/7— =1/7 

y(i-x’)  v(i-af*)*  . y(i-a.*5)* 

quare  ex  binis  poftremis  confcquimur  : 

xdx  dx  xdx 

S~t  • /t  — / » • 

y(i-ar-)  y(i-x*/  yii-ar1)* 

Coroll.  ?. 

34+.  Ponatur  x— zn  et  A»— m , et  noflrt 
Theoremata  fequentes  induent  formas : 

zm~'dz  zn~*~'n~'dz  z w '<fe 

/"7  •/«  — m/l  ~ ” 

yix-*«)-  y(i -**")•  y(i-2,r‘)  ■ 


zm~*~'t~'dz  zm~'dz  x,  h«  * «« 

/i /i ="s/r -/r 

V(i-2"/  V(r— 2m)  V(l-2“)' 


z'n"~' dz  ' zn~'dz 


yci-z"1)* 
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Problema  41. 

x^'dx. 

345.  Dato  integrali  / ^ , aflignare  inte- 


(.I-A"' 

M— 1 


J 

'dx 


grale  huius  formulae  /— Pofito  * — *• 

- ( t — * 

Solutio. 

Vt  integrate  fit -finitum  neccfle  cft,  vtm.et  k 
fint  numeri  pofitiui.  Cum  igitur  per  redudiojiem 
generalem  fit 

/xm+n-' dx[  1 - x'  j*  — f xm" dx{i-x"f 

ponatur  v—n  et  p. — k—n  > Vt  fit  p.-f-/zrjk  eric 


/ 


xm+n-'dx 


-rr—  f 
- 7«  + A 7 


xm~'  dx 
( r — *") n 


(1.—  xn)  B: 

i • . . ...  t , . . ; . . ” 

Ponatur-  ergo  huius  formula?  \alor , quia  datur  , 

rrA,,haecque  redudio  repetita  continuo  dabit,  po- 

« -« 

lito  breuitatis  gratia  P pro  (i—  X"}* 
xm~'dx 

f p * \ 


f 

/ 


- =r — —7  A 


:P  Z 

1 


I/. 


f 
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tffM-j"—'/* m(m  + n)(tti-+-xn) 

* P (■»+  k)(m+n  + k)(m-\-tn+k) 


f 


xn-*aa-'dx 


et  generaliter 

• 1 

»»(*»+«)(/»+ 2 h) 


....(»+(*— iVO  ..  , 

r \ ..  . T\  A» 


P “ (m+k) (m+n+k) ( m+  2 n+k) ....  (w+^a—  x)»+A) 

jC  o r o 1 1.  1. 

x*"dx 

346.  Si  fimili  modo  alia  formula  fit  f ^-B 

« -•* 

pofito  X — t,  at  brenitatis  gratia  feribatur  Q pro 

n~j  . - - . • ~ _ 

( \ —xn)  n habebimns 


/ 


p(p-\-n)(jH-zn) 


, (p-+-'a-i)n) 


\B 


Q.  _ (A+?)(p-t  * + ?)(p-t-a»+<7) (f-p-(a-i ;»-H) 

qnae  totidem  atque  illa  continet  fartores. 

C o r o 1 1.  2. 

347..  Statuatur  nunc  p—m-\-k,  vt  pofierior, 
numerator  aequalis  fiat  priori  denominatori  , et  pro- 
durtum  harum  duarum  formularum  eft 

nijm-^n)  (w-4-a«)  .... 


(w/4_jt-49  (w+n+A+tf  "(ffi+an+A-H)  ••  ••  (w-K«- « )»-K+tf; 
fiat  porro  m + k n feu  q~n-k,  erit  hoc  pro- 
durtum  — A B ; idcoque 
xm-*-ar,~'dx  xm~*~K~*~an-'dx  m 

f~* ~h-J ~k  - 


AB 


{1—  a")  « (i-a-n)" 


t/I-fOLTl 


Hh  2 


r xm~'dx  t jf”"-*-6 — 'dx 

f~  " n-k "•  / S 

(i — A'")  n (1—2*)'“ 

quod 
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quod  ert  Theorema  omni  attentione  dignum  , cum 
hic  non  amplius  opus  fit,  \t  a fit  numerus  integer. 

Coroll.  3. 

348.  Quare  loco  m-{-an  fcribamus  jx,  erit: 


x*~'dx  xm~'dx  rxw-*-k—'dx 

v-J — r-mf 


* • 


(i—  X*)  » (i — A'*)” 


(*-*■; 1 


(l-x')' 


Hinc  fi  fumamus  m -\-k~n  feu  mzzn—k  , ob 

xnm'dx  j 

/* r- — I~(I— x*)  " ~ — ; pofito  1 , erit 

( I — JVn  ” 


\*—'dx  x>l-*-i-'dx  _ t xn~k~'dx  _ 7T 

/ «3’/  T — H / — 11  «fin 

(i-*V  (1— *"_)«  (i-ar  -)T- 

Ac  pofito  arrzzt,  tum  vero  p-«rrp  , vnzzq  , et 
i— A»  habebitur: 

_ ; rd"X)i-'dz 

Scholion  1. 

3+9.  Theoremata  particuliaria  , quae  hinc 
confequuntur  , ita  fe  habebunt : 

x^ldx  x*dx  dx  k 

n~2j  _I  , /y^i-xx)^  y^l-xx)  ~*fy(l-xx)  ~~  2JA 

II. 
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*+5 


"dx  x*dx  xdx 

IL  «z:3;*=x;  f- .f ~lf%- : 

V ( I-**)*  V(l-A'*)  V(  1-x’)' 

ar1*- 1 d x x ^'dx  dx 

n~ 3ik-ii  f-t .f- -\f- 

v(i-  A*)  V(x-x')%  V(i-V) 

__  . .t  ^—'dx  \*dx  xxdx 

III.  n=4ik=iif- -.f- ~~lf~ 


V(i-x*> * V i-.t4)  /(i-*4)* 

x^~'dx  x^'dx  xdx  ■ 

y(I-?)-t/ ni^xy 

, x*~'dx  x^^dx  dx 

n-+i  *=3 'i  / t -/t =£/♦ = 

V(  i -x*)  V{i-x*)‘  V(  i-a-4; 

etc. 


Vbi  notandum  eft  formulam  /- 


(■-*’/ 


s;*  ad  rationa- 


xn 


litatem  reduci  poflc.  Ponatur  enim  . 

i-jr 


z:"  feu 


dx  dz 


'i+zn 


vnde  — ~ 


,.n  »-k 


x a^i+srf) 
— dx 


Quare  cum  formula  noftra 


_<s»  • HV 


CUIUS 


fit  zr /( ;)*. — euadet  ea  z — - 

integrale  ita  determinari  debet , vt  euanelcat  pofito 
jrzzo  ideoque  zro:  tum  vero  pofito  arzzri  , hoc 
eft  z -c*  dabit  valorcm,  quo  hic  vtimur.  Mox  autem 


„n-k—  i 


cftendemus  valorem  huius  integratis  f 

Hh  3 


dz 


I+-3 


pofito 


zz«, 


2TT 

SH.^3 

g It 

3p>^3  • 

71 

'2p.V± 

7t 

+H- 

TT 

2 JJ.V*. 
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x n— * — 'dx  * 

z~  eo  , jdcoque  et  huius  f — ^ per  angulos 

( i — .vn)  » 

exprimi  pofle  : quorum  valores  hic  ftatim  appofui. 

xTn~'dx 

Deinde  etiam  notari  meretur  formulae  / ^ haec 

(i-v71)^ 

transformatio  oriunda,  poflto  i ~xn—Zni  quae  prae* 
, a* —‘dx 

bet:  — / » lta  integranda,  vt  euauefcat 

(i  -zn)~  ' 

pofito  x~o  fcu  2—  i , tum  vero  flatui  debet  .v  — x 
teu  z — o.  Quod  eodem  redit , ac  fi  mutato  figno 
2*"1  dz 

haec  formula  f — ita  integretur,  vt  euanefeat , 

• (l-2n)'S“ 

pofito  iro  , tum  \cro  ponatur  z~  i.  Cum  iam 
nihil  impediat  quo  minus  loco  z feribamus  x , ha- 
bebimus hoc  infigne  Theorema : 


xm-'dx 

f ^ 

(x-**)  • 


xk~'  dx  • • 
( i-xn)  n 


ita  vt  in  huiusmodi  formula  exponentes  m ct  it  inter 
fe  commutare  liceat,  pro  cafu  fcilicct  .v  — i . ' lta 
pro  praecedente  formula  ad  rationalitatem  reducibili, 
vbi  tuzzzn—k  erit 


x*-*-'  dx  xk"dx 

f n-i  —f  5 


vnde 
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•vnde  fequitnr  etiam  fore  pofito  zrzcs» 


y»T-k-  I 


dz 


zk~'dz 


f i -4-2'*  f i + 2'1 

Scholion  2. 

350.  Hinc  etiam  formularum  magis  compoti- 
tarum intcgralia  pro  cafu  x—i  ,*  per  4erics  concin- 
nas exprimi  poffunt.  Cum  enim  in  redudione  fu- 
pcriori  pofito  p.  feu  k~  y.-^-ni  fit 


rn-f-n- 


/ 


'dx 


xm~ ' d x 


— — * f 

irft  ~~  nJ  

( I — Xn)  * (i-A.")  » 


m-f-n-q 


fi  habeatur  huiusmodi  formula  differcntialis 

dy  — * A— t~  B A,B-f-C  ^^'‘-f-Dx^-f-etc. ) 

(1—  xn)  n ~ . 

quam  ita  integrari  oporteat  , vt  y cuanefcat  pofito 
o,ac  requiratur  \alor  ipfius_y  cafu  a*— 1,  erit  fi 

xm"dx 


hoc  cafu  fieri  ponamus  /- 


(i-xr 


r -4-n-jX 


-O  ifte  valor 


_r\f  K » m T)  t f *n  -4-  It  ) /-»  , *»(  ™ -»-n  W ^ 

+ ft  ( -f-  n ) C fx  [ jj,  n ) -*-2  n)  D + CtC.) 

Viciflim  ergo  propofita  hac  ferie 


A+=B 


m ( »*»  -4-  n ) ^ t r»  ( m tj ) ( ”'  -4-  an) 
H ( t*  - 


JL>Lld!r.l!!’n  4-  ete 


eius  fummai  aequabitur  hu:c  formulae  integrali 
1 f xm"dx 

c\^  -t.  5 . u,  f A -f-Ba?*— f-C  x,n~\-  D x*  — l-etc.) 

(I_0~ 
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2 + S 

fi  poft  integrationem  ponatur  Quod  fi  ergo 

eueniat  , vt  huius  feriei  A etc. 

fumma  aiiignari , indeque  integratio  abfolui  queat , 
obtinebitur  fumma  illius  feriei. 

Problema  42. 

xIH~'  dx 

351.  Integralis  huius  formulae  ^tt  ita  de- 
terminatum , vt  pofito  a*^:o  euaaefcat , valorem 
cafu  arrrco  aflignare. 

Solutio. 

Huius  formulae  integrale  iam  fupra  §.  77. 
exhibuimus,  et  quidem  ita  determinatum,  vt  po- 
fito  x~o  euanefcat , quod  pofito  breuitatis  gratia 
£r:u  ita  fe  habet: 

-J-cof.  m u lV{  t -ix cof.  u Arctang.-^^ir 

— cof  zmulV ( I -2 A- cof. 3 w+**)4-;- fin.3mu.Arc.tang. 7^^ 
-Jcof.  5 »;u/V(  1 - 2 Acof  5 u-+-.vA)-i-jfln.5mu.Arc.tang.^j!-^ 


j-cof  Xwu/V(  1 - 2 Acof  Xu4-aa)+^  fin.Xwu.Arc.tang. 7^^ 

vbi  X denotat  maximum  numerum  imparem  expo- 
nente n minorem  , ac  fi  n fuerit  ipfe  numerus  im- 

«.  Par* 
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a 4.9 

par,  infupcr  accedit  p:irs  ^ */(  1 -f-*) , Pront  » 
fuerit  vel  numerus  impar , vel  par ; illo  fcilicet 
cafu  lignum  -f-  , hoc  vero  fignum  — valet.  Ilie 
igitur  quaeritur  illius  intcgralis  valor  , qui  prodit 
polito  x — eo.  Primo  ergo  partes  logarithn  os 
implicantes  expendamus  , et  quia  ob  x ~ eo  eft 
/V(  x — 2 .vcof.Xoj-f -.vv)  /(x-  cof.Xai  ' =r  /x-\-I(  1 -C2~)-/x, 
ob  — o j^vnde  partes  logarithmicac  praebent: 

- V ( cof.  m eo + cof.  3 m w -J—  cof.  5 m eo + . . . . -f  cof . \vru) 

f + impar  J. 

Ponamus  hanc  feriem  cofinuum 

cof  m 00 + cof.  3 m a + cof.  5 m u 4- . . . . + cof  X m u — x 


eritque  per  a fio  mu  multiplicando 
2jfin.ff;u-fin.2wu+fin.4///u-i-fin.6/>/(u  — +fin.(X+i)wu 
-fin  2///U— fin.4w.0j— fm.6»70) 


, r f«f*.  ( X -+■  > ) u r r 

Tnde  fit  s — — Tj/T^  u- • Quare  fi  n fit  numerus 

par  erit  Xr«- 1 , ficque  partes  logarithmicac  fiunt 


l X r t J ? x fm.m  TT 

ri  * j.  r».  11.  b»  — n * Jin • 1..  eo 


ob.  n u r:  7r. 


At  propter  m numerum  integrum  eft  fin.W7r“o  , 
vnde  hae  partes  euanefeunt.  Sin  autem  fit  n nu- 
merus impar,  eft  Xr«-  2,  et  fumma  partium  lo- 
garithmicarum  fit 

l x Jin ■ ( n - t ) yn  u , 7« 

n * Jm.  n,  ui  . v n 

at  fin.(«—  11  mu~  fin.(t»7r  — w/to)  “ -4-  fin.ww  , vbi 
fignum  fuperius  valet,  fi  m fit  numerus  impar,  con- 

1 i tra 
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tra  -vero  inferius  , quod  idem  dc  altera  ambiguitate 
elt  tenendum,  ita  vt  habeamus  -+■_  Tr °- 

Perpetuo  ergo  partes  logarithmicae  fe  mutuo  tol- 
lunt ; quod  etiam  inde  eft  pcrfpicuum  , quod  alio- 
quin  intcgrale  foret  infinitum,  cum  tamen  manifolio 
debeat  efle  finitum. 

Relinquuntur  ergo  foli  anguli , quos  in  vnam  fu m- 
mam  colligamus;  confidcretur  ergo  Arc. tang.—*^* 
qui  arcus  cafu  ar~o  euanelcit , tum  vero  cafu 
X — af.\u  fit  quadrans,  vlrerius  ergo  ainfla  x quadran- 
tem fuperab  t , donec  fadto  a:  “00  eius  tangens  fiat 
— — — — tang.Aw  — tang.(7r  — Xu)  idcoque  ipfe 

arcus  ~Tr—  Aea  , cx  quo  hi  arcus  iumflim  fuuiti 
dabunt  : , 

r((Tr-<d)fin.»i»H-('?t-3“>lin-3W“4-(''t-5w)fin.5;//(0-|-....('7r-X'j))fiu.Xwi(ji) 

-vnde  duas  feries  adipifeimnr : 

ir(fin.ff7£a-l-fin-3 wu-hfin.5 wcd4-....-f-fin.Xwu)rr 

~~~  ( fi  n . m w + 3 fi  n . 3 m w + 5 fi  u . 5 m u -h . . . . -j-  A fi  n . A«/o)  ) ~~  q } 

quas  frorfim  inuefiigemus,  ac  pro  poficriori  quidem 
cum  ante  habuiCTmus: 

cof.  wu-f- cof.  3 m cu+cof.  5 m co -4- . . . . cof  X m ca  — 

fi  angulum  u vt  variabilem  (pectemus  , differentia- 
tio  praebet : 

-^u(fin.w<jH-3fin,3  nit*  f 5 fiu.  5 . . 4-Afin.  Awa):: 

_ m d bijin-  ( K + . > r,u  cof.m  « 
: jm.  rri  <u'> 

ergo 
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— ° 

( X — t—  i ) cof.  ( X -4-  i )mci>  /in-  ( X -4-  ■ ) mu  eo/.  m u 

1 — * iJm.  mu  i jn.  m w1 

fcu 

Xcq/.  C X -4-  i )mu fm.  X nua 

<7 — 2/;».mu  «Ji/i-mu**  

Pro  altera  ferie 

prrfin  /// oj— }—  fin.  3 ///ai— }—  fin.  5 ww-f-....-1-fia.XOTCiJ 

multiplicemus  -vtrinque  per  jfin.wu,  fietque 

2/)fin./«cori— cor.2«u— co('.4;//a)— cof.ewu — co£(X4-i)WM 

-Kor.2wu4-cor.4wajq-cof.6//;aj  - • 

/•  . t — eo/  ( X -4-  i ) ™ “ . 

ficque  erit  p— ,7^7™ • 

Quotlfi  iam  fuerit  n numerus  par,  erit  X— n—  i , 
indeque 

\ 

cof/  X-f-i  jmu—coC.nmin—CoC.wrr  et  fin.(X+i)wii— fin. «?7rro 

r — rof. rn tt  __  neo/,  m ir  , . 

ergo  p— ct  — nineque  omnes 

arCL.S  iunctim  futnti  0 • ,//n.  mui  1 *'i/fi.inu — nfin-m u 
ob  «CJ  ~ 7T. 

Sit  nunc  fl  numerus  impar,  erit  X— n—  2, 
indeque : 

cof.(X-|- 1 'wto— cof/wrr-wuj),  et  fin.(X-+-i)w«rfin.(mir-mu.) 
feu 

cof(X-f 1 ) ?« oj r cof. ;« 7t cof. *»«,  et  fin.(X-pi)7«Mr:-cof.7«7tfin.WM. 
ergo 

_ t - «/.  m ir.  cof. m w ( n - ? ) co/.  rmr*cof.  mu  . cnf.rmr  cof.  m qj 

— 2 /m . m co  ^ tjtH.m tu  ®jM.mu 

vnde  fumma  omnium  angulorum 

*»(  » » coi".  m it . f if.  w cj  ) t»)(  n-  i Ico1»?»  tt, ro/>yiuj  cocof»«nirco/ mu» 

n jw.  mcu  "i  njin.mw  'T'  it/in*  m u . - 4 -% 

I i 2 quae 
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quae  ob  nu- 7r  reducitur  ad  a-j,n. m — • 

Siue  ergo  expouens  n fit  pofitiuus  fiue  negatiuus , 
pofi  to  .jnN  habe  m us 


/ 


'dx 


1 -t-A'1*  «fin.  m eo  ~ 5 « lin.^ 

Coroll.  x. 


V/UlUli.  1 . 

3 $2,  Hinc  ergo  erit  formula  fupra  inemo- 
(349) 


rata  (349) 
tf-k-'dz 


z n~'-az  z—'dz  7 r Tr 

- T ~^zr~^~iTz'1  ~ »fm.("-3S:_ «fin.£  P°  lto 

Vnde  fequitur  fore  etiam,  formulam,  cui  hauc 
bitendi  mus : 


aequari 


/ 


xn~h-'d.\ : „a* ~'dx  tt 

' -*=/ * P°flto  *=x* 

( 1 -xn ”Ut  » 

Coroll.  2. 


dz 

’l+ZZ 

dz 

fi  +z' 

dz 

f i+s* 

dz 

tl+F 


VUI  U1U 

353.  Percurramus  cafus  limpliciores,  pro  vtro- 
que  formularum  genere,  pofito  2^.w  ct  X — 1 : v 
dx  TT  IT 

=/i 


V(wrji  2(in.iTr  2 
2</z  , „ a dx 

~ f T+zs  ~ 5 


ir 


2 Tf 


v\.+*T  3r,ni’'  3V3 

. dx  “ ~ 


~zttz «.l  

— * / , , — > * — > . 

I+s  ru-.0  > 

cVs  </.v  .vVjc 

=/?+?='— =' 


it 


XAv/v  _ 


TT 


v (1— a*)  nz-A-r  6iill-‘7r  ~3’ 

Coroll.  3. 
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Coroll.  3. 

354-  Cum  fit 

“ — — j— 1 1 > vn  . k(  fc  4-n),.n_i>(t  + n )(>+i  n)  Y&etr 
. _*L-  n ' 3 n T n.  1 n.  3 n * 

(1-A'V 

erit  per  a-*-'  dx  multiplicando , tum  integrando , 
ac  x—  1 ponendo 

— —z » I * jl.  tf  . K» f 

Ufin.53  * 1 n(fcH-n)  ' n.  jq.  jn.(fe+,n) 

' n 

et  loco  k feribendo  n — k erit  quoque 

i _ n-k  ■ (w-tYm-fe)  ■ f«— fc)  faw — — <r) 

n— fc"""  n ( a n - fcj  ' n.  2 «•(  a n - fe ) n.  a 0.  m (♦&— /r)  * 

n 

Scholion. 

355.  Pro  formulis  quantitates  tranfccndentes 
continentibus  fupra  iam  praecipuos  valores  , quos 
integralia  dum  variabili  certus  quidam  valor  tribui- 
tur , recipiunt  , euoluinuis , ita  vt  non  opus  fit 
huiusmodi  formulas  hic  denuo  examinare.  Hinc 
autem  intelligitur  eos  valores  intcgralis  f Xdx  prae 
reliquis  efle  notatu  dignos , ac  plerumque  multo 
fuccin&ius  exprimi  poife  , qui  ciusmodi  valoribus 
variabilis  x retpondent  , quibus  funftio  X vel  fit 
infinita  vel  in  nihilum  abit.  Ita  integralia  formu- 

xm- T ^ <vTr'  ~l  (J  ~ 

larum  f -r  et  — j,  valores  prae  reliquis 

. _ - 1 — ) — z 

( I-.VB  ,» 

memorabiles  recipiunt,  fi  fiat  x~t  et  szrc\j,  vbi 
ill.us  denominator  euanelcit  , huius  vero  fit  infinitus. 

1 i 3 Cacte- 
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Cactcrum  omni  attentione  dignum  eft  , quod  hic 

' dz 

oftendimus , formulae  integralis  f — — --y  valorem 

X ' J ‘ *2 

„ . „ TT 

cafu  z~  c\5  tam  concinne  exprimi  , vt  fit 

II 

cuius  demonftratio  cum  per  tot  ambages  fit  adftru- 
«fka  , merito  fufpicionem  exc:tat  , eam  via  multo 
faciliori  confici  pofic  , ctiamfi  modus  nondum  per- 
fpiciatur.  Id  quidem  manifelhim  eft,  hanc  demon- 
firationem  ex  ratione  finuum  angulorum  multiplorum 
peti  oportere  ; et  quoniam  in  introdudtionc  fin.  ^ ix 
per  producum  infinitorum  fictorum  exprefii  , mox 
videbimus  , inde  eandem  veritatem  multo  facilius 
deduci  pofle , etiamfi  ne  hanc  quidem  viam  pro 
maxime  naturali  haberi  velim.  Sequens  autem  ca- 
put huiusmodi  inueftigationi  deftinaui  , quo  valores 
intcgralium  , quos  vti  in  hoc  capite  certo  quodam 
cafu  recipiunt  , per  produ&a  infinita  feu  ex  innu- 
meris fiuftoribus  conflantia  exprimere  docebo;  quando- 
quidem hinc  infignia  fubfidia  in  Analyfin  redundant , 
pluraque  alia  incrementa  iude  expedari  poflunt. 


• / 


CAPVT  IX. 
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D E 

EVOLVTIONE  INTEGRA LIVM 

PER  PRODVCTA  INFINITA. 


Problema  43. 


35<*. 


Valorem  huius  integralis  fhlTj » quem  cafu 
x~i  recipit,  in  produttum  infinitum  cuol- 

vere. 

Solutio. 

Quemadmodum  fupra  formulas  altiorcs  ad  fim- 
pliccm  reduximus,  ita  hic  formulam  . con- 

tinuo ad  altiorcs  perducamus.  Ita  cum  pofito  *-x  fit 


xJn~'dx  m-\-  1 . xm’*~'dx 


; ~ 1—. : erit 

■/V(i—xxj  m,  Jv{i—xx) 

dx  _ xxdx  _g-4  x*dx  2.4  g . x‘dx 

' V{i-xx)~'f  V^i-xx)~ i.y  y(t-xx)~  1.$.$'  V[i-xx) ctc* 

Tnde  concludimus  fore  indefinite : 

dx  1.3-  $.7.....  si  xlidx 

2.4,6.  8 (.  2i-i)  ^V(i-xv) 

atque  adeo  etiam  fi  pro  i fumatur  numerus  infinitus. 

Nunc' 
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X d X 

Nunc  fimili  modo  a formula  afccndamus 

jeperiemusquc 

x(lx  3-5-7 -9 ' a /+  O x'im*-'dx 

'Y  \I-XX)  2. 4- 6.  8 2/  ' V[l-xx) 

atque  obfcruo  fi  i fit  numerus  infinitus , formula» 


ax 


i(l“  f « f v iT-jti)  ri“io"cn,,  actiuaU- 

tatis  cfie  habituras.*  Ex  rcdudione  enim  principali 
pcrfpicuum  efl:  , fi  m fit  numerus  infinitus  , fore 

xm~'dx  _ a dx _xr+'dx 

^Y{i-xx)  ~~f  V ( t -xx)  ~~ ' V ( 1 
jc"+Yv  „ x"+Vx 


-xx) 


, atque  adeo 


in  genere  /^:— )=/y^—)f  quantumuis  ma- 
gna fuerit  diffcrcnt;a  inter  p.  ct  y , modo  finita. 
x’’dx  r x dx 

Cum  igitur  Ct  fy^Z^/y^j  , fi  F™- 


mus : 


’•  ‘-.fj- — — — m ct  ’• (,i *+*’  > — M 

erit  /v  ^ , — * * j ./y(',  — r x j — ^ ^ — n • 1 i pofi  to  a'  _ r . 


At  efi  f- TLT7)  — I et  fyrf-xx)  - vnde  colligi- 
tur  t v77~J"771  — £ > quia  produda  M et  N cx  ae- 
quali fadorum  numero  confiant  , fi  primum  fado- 
rem  | procludi  M per  primum  fadorem  | pro- 
dudi  N , fecundum  $ illius , per  fecundum  £ huius 
et  ita  porro  diuidamus  , fiet 

M *.  t 4.  t f.  6 ».  t 

n — i.j*s.j's.,'  ,.9  etc. 

rnde 
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• 

1 

i 

. 

▼nde  obtinemus  pro  cafu  x~i  per  produdurn  ia- 
finitum 

r da  ».  > 4.  4 6.  « 1 . •w 

1 V ( 1 - **)  — • «•  «*  1. 1’  fc  t fi'  elCl  — ** 

1 

♦ 

1 

Coro  11.  i. 

i 

357.  Pro  valore  ergo  ipfius  it  idem  produdurn 
infinitum  elicuimus  , quod  o!im  iam  Wailifius  in- 
venerat, et  cuius  veritatem  in  Introdudione  confir- 
mauimus  , diuerfiflimis  viis  incedentes , erit  itaque 

* i 

* 

1 * 

_ — „ L_!  «•_*  «i£;  Ii • Ptr 
*•  1.  »’  *.  s’ 1. 1’  7-9 

Coroll.  2. 

• 

358.  Nihil  intereft , quonam  ordine  finguli 
fadores  in  hoc  produdo  difponantur  , dummodo 
nulli  relinquantur.  Ita  aliquot  ab  initio  feorfim 
fumendo;  reliqui  ordine  debito  difponi  poffunt,  ve- 
luti 

■n — »x— etr  vel 

* T * 3.  > • 5.  S-  f.  t f t CCC*  Vel  /• 

* — ^ x S£. . !il*  ctc>  VC1 

* >.  > »•  s l.f  T t f" 

* — * x — . — ' — efr  vel 

* * X 1.5  1.7  S»9'  y.  11 

m ?.  4 7.  g 4.  > g.  IO  a.  Is 

5 I-  5*  !•  f*  f.  9 J.  «*  7.  II 

/ . V 

K It  Scholion. 

« 

U - 

Digltized  by  Google 

*5  3- 


C A P V T IX. 

. . Scholion. 

359.  Fundamentum  ergo  huius  euolutionis  ia 

x^dx 

hoc  confiftit , quod  valor  integratis  /^7—^  deno- 
tante i numerum  infinitum  idem  fit , vtcunque  r.u- 
merus  finitus  a \arictur.  Atque  hoc  quidem  ex 
xi-'dx  i+t  „ x*+'dx 
xeduaion * /V(i-xx)  mamfe~ 

ftum  eft  , fi  pro  a valores  binario  diffirentes  affix- 
mantur.  Deinde  autem  nullum  eft  dubium  , quia 


hoc  integrale  f y ^ i^er  haec  /yu_xjr j 

et  r—. — — — — ; quafi  limites  contineatur  , qui  cum 
J V ( I -XX) 

fint  inter  fe  aequales , necefle  eft  omnes  formulas 
intermedias  iisdem  quoque  efte  aequales.  Atque  hoc 
latius  patet  ad  formulas  magis  complicatas  , ita  \t 
denotante  i numerum  infinitum  fit 
^ tf-^dx  r x'dx 

> f ( 1 -aFJ*  — 

Cum  enim  fit 

,x" dx  _ m r x*~'dx 

S n~ **  fji  — /•  f u~^ 

(i—x")'1  (l—xnju 

hac  formulae  pofito  m~ <v>  funt  aequales  j vnde  il- 
larum quoque  aequalitas  cafibus  , quibus  a— n , vel 
it  — an  , \el  arc3”ctc.  pcrfpicitur  ; fin  autem  a 
medium  quempiam  \alorcm  teneat  formulae  ipfius 

quoque 


d x 
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quoque  valor  medium  quoddam  tenere  debet  inter 
Yalores  aequales , idcoque  ipfis  eflt  aequalis.  Hoc 
igitur  principio  ftabilito  fcqucns  problema  refoluere 
poterimus. 

Problema  44. 

360.  Rationem  horum  duorum  intcgralium 

fxn~'dx{  1 — a”)»  et  fx)L-,dx(  1 — xn)  * cafu  x~i 
per  produdum  infinitorum  fadorum  exprimere. 

Solutio. 

h~n  n-fc 

Cum  fit  fxm'tdx[i-^t)n  -?ddL(‘xm~*~n-'dx(i-x't)n 
cafu  x—  x , valor  iftius  integralis  ad  integrale  infi- 
nite remotum  reducetur  hoc  modo  : 


vbi  i numerum  infinitum  denotare  afTumimus.  Si- 
mili autem  modo  pro  altera  formula  propofita  erit 


J ~ n (;x— f-rij  (n-f-iH)  (m-in)  w v / 

atque  hae  poftremac  formulae  integrales  ob  expo- 
nentes infinitos,  aequales  erunt,  non  obfiante  inae- 
qualitate numerorum  m et  pie : tum  vero  bina  haec 
produda  infinita  pari  fadorum  numero  confiant.  . 
Quare  fi  finguli  per  fingulos , hoc  cfi  primus  per 
primum,  fecundus  per  fecundum  diuidantur,  ratio 
bjnorum  intcgralium  propofitorum  ita  exprimetur : 

k-n 

fx  'dx{  l—x  ) * ( u. 1)  . 

f k_rt  — ClC* 

J x>t-~'dx{i-x’')  n 


t? 

a 


Kk  2 


fi 


a5o 
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fi  quidem  ambo  integralia  ita  determinentur , vt 
pofito  x~  o euiftielcant,  tum  vero  ftatuatur  x~  i; 
litteris  autem  m , p.  , n , It  numeros  pofitiuos  de- 
notari necefle  cfi. 

Coroll.  i. 

35 1.  Si  differentia  numerorum  met  /x  aeque- 
tur multiplo  ipfius  n , in  produdo  inuento  infiniti 
fadores  fc  deftruunt,  relinqueturque  fadorum  nume- 
rus finitus,  vti  fi  jjl— m-\~n  habebitur: 

( m-f- ? n v rn-f-JM- n) 

m {m+k+nf 

quod  reducitur  ad  ^r' 

Coroll.  2. 

$6z.  Valor  autem  illius  produ&i  neceflario 
eft  finitus  , id  quod  tam  ex  formulis  integralibus , 
quarum  rationem  exprimit,  patet,  quam  inde,  quod 
in  lingulis  fadoribus  numeratores  tt  denorainatore* 
funt  alternatim  maiores  et  minores. 

Coroll.  5. 

. 263.  Si  ponamus  x , ^“3  f «— 4 et 
k—i  , erit 


r 1* 

J VI  * — **)  . — I.  I T^J  IU  it  1 1.  II 
xx  rt  x _ • • — — 

V(>  — X*) 


h 


i.  J 5.  t f.,,  ,t.,f 


et c. 


fupra  autem  Inuenimus  produdum  harum  binarum 
formularum  efle  — J. 

Pro- 
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z6t 


Problema  44 

35+.  Valorcm  huius  integralis  fx :n~'dxfc-xn)  “ , 
quem  pofito  x^zi  recipit,  per  produ&um  infini- 
tum  exprimere. 

Solutio. 


Cum  in  probi,  praeced.  ratio  huius  integra- 

lis  ad  hoc  alterum  fx?-'dx(  t-xn)  n per  produdbum 
infinitum  fit  affignata  , in  hoc  exponens  p.  ita  acci- 
piatur , vt  intcgrale  exhiberi  poffit.  Capiatur  ergo 


p—tij  et  integrale  fit  —C—j,(i-xn)n  - 


i-(i  -*»)• 
k 


ita  determinatum,  vt  pofito  .vrro  euanefeat , pona-r 
tur  niinc,  vt  conditio  poftulat , x~  i , et  quia  hoc 
integrale  erit  — £ , habebimus  formulae  propofitae 
integrale  cafu  i ita  expreflum 


fx' 


quod  fingulos  fatfforcs  partiendo  ita  repraefentari 
poteft 

i-n 

/VTn-Vv,T-Vni"n”— — latm-j-M-B)  «w(m  | I | .,»)  ... 


Coro  11.  1. 


355.  Cum  in  hac  exprefiione  litterae  m et  jfc 
fint  permutabiles , fequitur  etiam  haec  intcgralia  po- 

Kk  3 fito 


I 


a6"o  C A P V T IX. 

fi  quidem  ambo  integralia  ita  determinentur , vt 
pofito  x~o  euiftelcant,  tum  vero  ftatuatur  x~i; 
litteris  autem  m , p.  , n , k numeros  pofitiuos  de- 
notari necefle  eft. 

Coroll.  i. 

3<Ji.  Si  differentia  numerorum  w et  jul  aeque- 
tur multiplo  ipfius  n , in  produfto  inuento  infiniti 
finitores  fe  deftruunt,  relinqueturque  fadtorum  nume- 
rus finitus,  vti  fi  j x — m-\-n  habebitur: 

m (m+k+n)' 

quod  reducitur  ad  !Ljjrt- 

Coroll.  2. 


Stfa.  Valor  autem  illius  produ&i  neceflario 
eft  finitus  , id  quod  tam  ex  formulis  integralibus , 
quarum  rationem  exprimit,  patet,  quam  inde,  quod 
in  fingulis  fiufloribus  numeratores  et  denomina  tore» 
funt  alternatim  maiores  et  minores. 


C o r o 1 1.  5. 

. 253.  Si  ponamus  /»— 1 , p.=r  3 , «—4  et 
Jt=r2  , erit 

r d X 

J V(  • --JC*)  in , , ,, 

r **dx  1.  j'  s. / ^ ig  IfTTf" 

J V ( > — X* ) 

fupra  autem  Inuenimus  prodmftum  harum  binartfm 
formularum  efle  — J. 

Pro- 
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3S4.  Valorem  huius  integralis  fx?*~'dxft-xn) 0 , 
quem  pofito  xzzi  recipit,  per  proiudtum  infini- 
tum  exprimere. 

Solutio. 


Cum  in  probi,  praeced.  ratio  huius  integra- 

k-n 

lis  ad  hoc  alterum  fxf-'dx (i-xn)n  per  produdtum 
infinitum  fit  affignata  , in  hoc  exponens  jjl  ita  acci- 
piatur , vt  integrale  exhiberi  poflit.  Capiatur  ergo 

*_ 

k_  I — ( I— Xn)9 

j x~n  , et  integrale  fit  — C— jfi-a:")"’- -7- — 

ita  determinatum,  vt  pofito  vrro  euanefeat , pona* 
tur  nunc,  vt  conditio  poilulat , .rm  , et  quia  hoc 
integrale  erit  =rj,  habebimus  formulae  propofitac 
integrale  cafu  ,v— i ita  expreflum 


N 

/x^'dx(i-xn)  » 


n(m-M) 

0 ' ‘ 2« )(*-»- «n) 


etc. 


quod  fingulos  faftores  partiendo  ita  repraefentari 
poteft 

A^dr^-r^T-JL  i"!1"-*-*)  nfn+tH-i).  «nfm-t-M-?»)  gtr 
v 1 mk 


Coro  11.  1. 

3 6$.  Cum  in  hac  exprefiione  litterae  m et  k 
fint  permutabiles , fequitur  etiam  haec  intcgralia  po- 

K k 3 fito 
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fito  a — i inter  fe  cfle  adqualia  : 

'dx[i—  xn)  '»  zz/k~'dx(  x — a,b  j-*- 
quam  aequalitatem  iam  fupra  §.  34S.  elicuimus. 

C o r o 1 1.  2. 

3 66.  Cum  formulae  noflrae  valor  fi  trt  — n-k 

• ’ zk~'  dz 

aequalis  fit  valori  huius  f — — jp-  pofito  fi 

ob  m-\-k  — n ftatuamus  m~n~-  et  kzzn-~  , ha- 
bebimus : 


/ 


xn  ' d x xy~'  dx  __  rzy~'dz  _zm~'dz 

~ n-f-a 
(I-A-") 


-/I+5« 


4« 


2.4HH  4 .6nn  6.&nn 


ctc. 


nn  — aa  9nn-a.11  25 nn-aa  \9nn-aa 

l 

Quod  produdtum  etiam  hoc  modo  exponi  potefl 
2 zn.m  4».  \n  6n.6n 

n-a  («+aX3«-a)*  (3*H-«)(5«-a/  (5«+a,(7«— tt) 

‘n 

quod  ergo  etiam  exprimit  valorem  ipfius 


etc. 


vtc 

» 


— "orr  per  §.  350. 

«COi.^,  r 


Coroll.3. 
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2.6  3 


Coroll.  2- 

367.  Vel  fi  {impliciter  ponamus  l— n—m,  fiet 


/- 


'dx 


-=/ 


s”— 1 'dz  zn~m~'dz 


( I — X* j*  ( I — A'")  » 

1 «»j  4«n 


-hc’*'  1 


: -+-«’*  y 1 -f-a'1 
9«« 


«-/«  mKm-m)  (n-\  in){$n-<n)  (2n+m){+n-m) 


etc.  __ 


quae  ex  forma  primum  inucnta  oritur.  Haec  ergo 
aequalitas  fubfiftit , fi  ponatur  je  1 ct  z ~ co. 

■ Scholion.  1. 

In  introdu&ior.e  autem  pro  multiplica- 
tione angulorum  inuencram 

fin-  t=  » (*-~sr)(  1 -rr; )( 1 :«■' ( 1 etc. 

et  cum  fin.^j^"—  rrfin.**  , ob  n-m~k  erit  etiam 


..  ffl  T tlT/  *<!  ./  K*  \/  **  **  \ 

fin  „ u ) * — nat1  ♦ n n K * » u • H * is  11  11 ) 

quae  reducitur  ad  hanc  formam 

^ tn  ir — fcit  (»  -*)(  n-t-k)  ( i*  — *)f  (i* -fc)( » *-»-*)  . 

«n.  t — T-  — ™ ~ • .Ti jn , etc 

et  pro  fc  fuo  valorc  rcflituto 

/•  ■*  / \ m(-n— m)  (i)-4_rn)(,>i_ir.)  f-n-l — ')'.ti — m) 

lltl.  „ — a OTJ.  „b  • 4,ia  • 5 in  WC. 

7T 

Tndc  manifcflo  pro  idem  repentur  produ- 

n 

dum  , quod  -valorem  noftrorum  integral.um  expri- 
mit , 


kk 


ii 


ii 
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jnit , Ccque  nouam  habemus  dcmonrtrationem  pro 
Theoremate  illo  eximio  fupra  per  multas  ambages 
euidlo  , efle 


rxm—'dx 

( t 

TT 


=/! 


'dx 


dz 


f i +zn  f i 


Z'~m~'dx 


Scholion  2. 


3^9.  Quo  noflra  formula  latius  pateat,  pona- 
mus feu  k— et  nancilcemur  fxm~'  dx(i-xnfi~X 

i(m»4.nM)  i(n.f<(H-vl)  «(ffn-t-Bf  . 

mfi1  ( m -h  n]1  « ! [ n -+-  i »)•(  m , n ;( fi -+. , * 

in  qua  expreflione  litterae  m , n et  p.  , v funt  per- 
mutabiles praeterquam  in  primo  faftore , qui  cum 
reliquis  loge  continuitatis  non  connc&itur;  ac  fi  per  n 
multiplicemus  , permutabili tas  erit  perfetfa  , vnde 
concludimus  fore 

nfxn-'dx{  1 -x'f  " 1 - yfx*~'dx(i-x'F  ~ 1 

quae  aequalitas  cafu  vxzn  ad  fupra  obferuatam  re- 
ducitur. Caeterum  iuuabit  cafus  praecipuos  perpen- 
difle  , quos  ex  valoribus  p et  y defumamus. 


Excm- 
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z.6  5 


• 

Exemplum  r. 

370.  Sit  jxzz  1 et  yzz  2 ,fieique 

y*~'  dx  _ 2 2(2;«+»)  3(^7»+ 3«)  4(2/77+ $»)  2 

Y{  i-x")  ~m  3 \m-\-n)  ‘5  («+-2«;  ’7(ot-+-3«)  "■ 

qaac  cxpreffio  ita  commodius  rcpraefcntatur : 

Xm~’dx  2 4(2»;+«!  ff(2/H+3W)  8(2W/+5«) 

/ — — — . . . etc. 

J m 3l2w+2«)  5(27/7+4«;  7(27/7+6«) 

Tnde  fequentes  cafus  fpecialiflimi  deducuntur : 


v 


M 
7«  7 


ctc.  r z 


/d  ^ ?•  4 4.  fi 

V l ‘ - * * ) “ ' J.  J*  3.  i’ 

/d*  4-5  " ’•  *r  1 /■ 

Vt  I -*  1 ) *.«•  s.  It’  7.  tb'  0-  rt  C^<'"  jy 

/x  d X «.  7 fi.  n 10.1S  r 

VC  • —*,J  **i-io’j»i6,;.jr  $.11  f / 1 

n 

/d  * 4^1  *j_7  ».  II  10«  »S  , /•_ 

VI  > — -t*) 2 • *.  S'  s.  »-  /.  it'  s.  17  C*C'  ij  » 

V 

„ <•»  f-  B »-!*  *0.l5  . x r 

Vfl— *♦) (.!(  ©®C»  »Jl 

mt 


r 1* 

J vt  i-xxi 


d X 


dx 


V ( 1 * **  ) 
d x 


v(*-*V 

d x 


— • !if  *_l!5 

— 1 • «.  X*  5.  S 7-  r*  s.  p C^C* 

/g  t?X . 2 4-J  g.  p B.  TI  40.  T7 

V(l  **)  ^ I.  7*  *•  «I*/.  Ii’  p.  Ip 

i-  X~  d X , S»  TO  |.I4  IO.  T>  , ^ , 

< v( . — *.> — s. .w77i-  etc.  — j 


V(  • -**  ) 


L i 


Exem- 


Digitized  by  Google 


2 66 


C A P V T IX. 


Exemplum  2. 

271.  Sit  et  v— :3  , fictque 


xm-'dx  _ 3 g(3«+»)  3(3>«+4»)  4(3«H~7«)  pfr  _ 3 f_ 

J j — * . | Ui'  it.  1 _ntl\  ¥ /\l  .»  I - tl  ) f 1 * ** 


dx 


x«f~m  ^m+n)  ^m+2,i)  xo^+3*U  '“»y 

\nde  fcquentes  cafus  fpecialiflimi  deducuntur : 


/7 


dx  i £i*  »•  M «•  ■>  »•**  p*,-  i /- 

— 1 t* «.  i'  /•  i'  io.  7"  i j.  9 1 • *y  V i * -**7 


dx 


f; 


V(  «-*’)* 
d x 


?.<  J.  I 5 4.  •»»  <.  »T 


i — a1)1 


/: 


vr  1 — x5)* 


/r 


dx 


Vfi— *4J’ 


' 7 • / 10. 

10  * » j.  » 1 

».<  9 . 0 I.M 

. ”-'1  c. 

4.  4'  7.  7 *0.  IO 

j.  e j.  >»  4. 1 

r*  5.  1$ 

4.  J*  7.  I*  10.  11  • I 1* 

S. « f.  i !•  '»  »»•>*  j 

4.  S*  7.  •'  IO*  11  * lf«  |4  ' 

f*r  i.:?  4. 

11  J.  4f 

4.}’  ;•  9 ,0* 

U IS*  17 

Mt  I.H  4. 

. T 9»*0 

.ctc.—f- 


dx 


V ( « -**  !*■ 


d* 


V!  1— *«Jl 


V ( 1 - **  )* 
r d x 

Vi  • — ** 


3« 


Exemplum 

372.  Sit  (Ji  — 2 et  y = 3 , fictque 

Xm~'dx  _ 3_  2(3»lfg»)  3(35+5«)  4(35+8«)  pf(.  _3  ^ xdx 

f J/r  . ~~  2ltl  5 s/«+WJ  S;«/+2«j  IIJ«+3«j  « 


yLi  ~ n-" 
vnde 
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▼ndc  fequentes  cafus  fpcciales  deducuntur  : 


267 


/d  X _■  2 7.7  J.  T : 

* . *. — *'  *•*’*• 


/; 


V(  • — 
dx 


/7 


V (■—**) 

fiue  r 

x d x 


, 7.7 

M» 

4.  r<? 

5.  ?S 

, y.  * < X 

3.5* 

7-  5* 

»U  7 

* *«•  9 

C tC. „ / y j , — x 1 j 

I IL? 

J.  1« 

4.  »7 

5.  t6 

rtr  r *ix 

»•  5.4* 

• • 7* 

11.  IO 

* 14.  1« 

etc.  — j s 

' 

p.  p »f.I» 
1.  4*  5.  7*  •.  |3*  I I.  I J 


V(  ■—  **) 

fiue 

d x 


J.  5*  • • 

. j «•<*  7«  0 


/q  x _ , t»  « » 

J 5.  J* 


/; 


Vt • — x*) 
x1  d x 


t ?■  ' 7 ?■  «J 


VC  ■ — **) 


11*11 

* 14.  14 

11 

l.  1 I * 

c' 

4.  sS 

S.  17 

II.  1 s 

14.  lf 

4«  4 1 

. *•*»  . 

1 I.  I S 

14.1»  ^ 

ctc, 


VU— 


f X 1 X 

— J I 

VI*-*') 


V(> — *’)* 
x i x 


•=if; 


V( . — *•) 


dx 


Exemplum  4. 

373.  3*//  p.  — 1 et  x=r  4.  , fietque 

, A'rn  V.V  4 2(4;/.'+«)  3(4///+ 5«)  4^47/7+9«')  4 „ 

J — zz~9 ctc  — — / 

V(t~x')’  m 5W«H-7»r  9«+a*y ‘x3(w+3»)  * « y/1_A.*j»— ■ 

inde  fequentes  cafus.  fpcciales  prodeunt : 

/dx  . 5.5  5.1«  4.J5  5.70  f dx 

* . , {•  i 6'  7 «i*  ® CtC»  -/y  ( 1 — #c*) 

V ( x —x1  )*  ... 

«...  4 1.1  (.7  l.!I  l#.l!  . : 

fcu  - ■-  17i-rs-r"9-TTTctc. 

d * . 7.7  I.  I(  4.  71  4.  it 


it 


f — — — . et:c  — « r_ 

J * . . — ‘ !.«  J»  7 u.is  I?.  u vl'"*  — ij  % 

L 1 2 


/ 
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f- 


f: 


x d x 


d X 


V C * — x*)J 


A 


fcu 

* * d * 


YC.  — *♦)* 

feu  —i 


*.  II  J.  IJ 

4*1  5 

r.  47 

i.  j’s.  •• 

IJ.  II  * 

1 ^ 

9 f.  11 

4«  4<* 

s.c« 

5.  S-9"  9' 

1 J.  « J 

17.  «7  v 

4.  4 6.  IJ 

*.  It» 

l<\  ?%_ 

S.  J'9.  9* 

Ij.  1 J * 

»/•  1 f 1 

t.  a c.  it 

io.  i<5 

14.19 

’ 5.  S’j.9  ’ 

1 J.  1 1 * 

• 7*0  4 

7.  16  3»  i 

4 • 49 

<«  <14 

‘i.  / 5.  11 

* 1 j.  1 J 

'i/.  1 j 

4. 1 6»  16 

1.  t* 

10.  ta 

' i»  / j»  U 

><•  I s 

• »7.  19 

4.  t 1.  S 

?9 

( 

Y(  i ■ 
d > 


■Xt 


V ( . — *♦  }* 


CtC. 

etc. 


etc.=/; 


d x 


y ( i — x*) 


9. 1 1 ■ ».  > j 


etc. 

etc. 


Atque  in  his  et  praecedentibus  iam  cafus  [XZZ3  et 
7 — 4 eft  contentus. 

Scholiori. 


374.  Caeterum  hae  formulae,  in  quas  litteras 
jx  et  v introduxi  , latius  non  patent  quam  primum 
confideratae  , feries  enim  pendent  a binis  fractioni- 
bus * et  quae  cum  femper  ad  communem  deno- 

xn"~'  dx 

minatorem  reuocari  queant,  formulas  / „ 

V(  1 -xn)n~~* 
d x 

z=:fn ; — perpendifle  fufficiet.  Cum  igitur 

V(  1 

earum  talor  cafu  xz=.t  aequetur  huic  produCto: 

• 9 t m~*~  k ) i n f m -f- k-t-  n ) t n (m-4->  -f-  2 it)  . 
aj  jn)  '(m  + mJit  + H) 

• fi 
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fi  in  fingulis  membris  fiftores  numeratorum  permu- 
temus , et  membra  aliter  partiamur  , idem  produ- 
ftum  hanc  indiict  formam  : 

m -4-  k m (m-f-t-f-a)  i»l  w-t-t-t-mj  i »[n  -+-fc  4-  » 1 ) 
mk  n ) ( A — t—  3 n i 

quae  ad  memoriam  magis  accommodata  videtur.  Si* 
mili  modo  cum  fit 


f 'Vr  _ rjll_  I)  «nfp-4-^-t-tn) 

y » — In  — Pi  CCC' 

y(r_^-7  V ( 1— A',,)n 

illam  formam  per  hanc  diuidendo  erit 

k—n 

fxm  'dx(l—x  ) n T»-4-ri:'7-»-»Vw4-t-4-ri)  fp-4-in;r<;->-iiiyw-t-t->-.n) 

fx^'dx(t-xn)  » 

cuius  omnia  membra  eadem  lege  continentur;  Hinc 
autem  eximiae  comparationes  huiusmodi  formularum 
deduci  poflunt,  quae  quo  facilius  commemorari  queant, 
breuitatis  caufa  fequenti  firiptionis  compendio  vtar. 

Definitio. 

1— » 

47$.  Formulae  intcgralis  fxf~' dx(t—x*)  n 
valorem  , quem  pofito  x~  i recipit , breuitatis  gra- 
tia hoc  figno  (^)  indicemus  , vbi  quidem  exponen- 
tem n , quem  in  comparatione  plurium  huiusmodi 
formularum,  cuudem  efle  afliimo  fubintclligi  oportet. 


L1  3 


Coroll.  1. 
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Coroll'.  i. 

3*7 6.  Primum  igitur  patet  eflc  (£-)  — (£-)»  ct 
Vtramque  formulam  clfe 

_ p . 4-7  B f p -f- q V n ) a « ( P ^ 

P'i  ‘i P 011+  n ) ( P-+-  2 » 4-t*  2 n ) C 

quorum  membrorum  progreilio  cft  manifefta  , dum 
finguli  fidiores  tam  numeratoris  quam  denominato- 
ris  continuo  eodem  numero  n augentur  , ita  vt  ex 
cognito  primo  membro  fequentia  ficile  formentur. 

Coroll.  2. 

377.  Deinde  fi  fit  p~n  ob  formulam  inte. 
grabilem  , liquet  effc  item  < n)-(p)-p* 

Porro  cu m fx*~' dx[i- xnf " = ^-plr , ob  q-n=.-p 

• * n 

fcu  f+?= 1»  erit  = = Q.uare 

n 

valor  formulae  (jj-)  abfolute  affignari  poteft,  quoties 
fuerit  vel  p~n  , vel  q — n , vel  p+qa*. 


Coroll.  5. 

378.  Quia  etiam  inuenimus  hanc  redudlioncm 
^ x ( j /jk#-* ^A-(  1 -a.-”/'1' 

fequitnr  fore  p*prj\) , hineque 

(£)-(?  )=f?:7=i  ( p-~ ) = ( f£r)  tu  m vero 

etiam 
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471 


etiam  (£■ )— iup  ^Cfrv!l  fempcr 

numeri  p ct  q infra  n deprimi  poflfuut. 

Problema  4 6.' 

379-  Inuenirc  diuerfa  pfoSudla  ex  binis  huius- 
modi  formulis , quae  inter  fe  fiat  aequalia. 

Solutio. 

Quaerantur  ergo  numeri  a , b , c , d,  e t p , 
? > r > -f  •»  vt  fiat  (r)»a)~(*  Kf)  » q»oJ,  cum  fit 

.a  a-+-b  0.  nfc-Hi-Kn) 

'0  ; — U3  • U-|-  .Ai-+- 1)  d j — Cii  * (c-f-  :}>_!_») Ctc. 

— 1±3  ,r r-t-i  «fr-M-M) 

'<2  I — pi  ’ > ii  (r-+-  crc* 

eucnict,  G fuerit 

( 0 -t-  b ) ( c -f-  d ) f p -4-17)'  r-t-t  ) - 

aticd  Piri  lCU 

a b c d [ p 4-  q ) ( r -f- s ) — /> q r s ( a + b ) ( c 4-  d ) 

ita  vt , cum  vtrinque  fex  fint  fadores , finguli  fin- 
gulis  fint  aequales.  Ex  quaeternis  ergo  abed  et 
pqrs  binos  ad  minimum  aequales  effe  oportet:  fit 
itaque  s~d  efficique  oportet 

abc[p-\-q)[r-{-d)— pqr(a-\-b)[c-\-d). 

I.  Sumatur  alter  fador  r qui  cum  ipfi  c aequari 
nequeat T quia  alioquin  fieret  (j)  — (r),  fiatuatur  r. zb 
\t  fiat 

ae(,p-\-q)  b-\-d)—pq[a-{-b){c-\-d)  t 

hic 
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hic  neque  p neque  q ipfi  p-hq  aequari  poteft,  poni 
ergo  debet 

i)  vel  p-\-q—a-\-b  vt  fit  ac[b-\-d)-pq[c-\-J), 
quia  neque  c neque  yb~\-d)  ipfi  c+d  aequari  potcft, 
fieret  enim  vel  d—<S1  vel  £ — c et  (p)zr(j)  re- 
linquitur a~c-\-d , tt  pq~c[b+d)  idcoque  p—b-{-  d 
et  q~c  , vude  conficitur: 

(^)(j):=(6-¥Xj)* 

i)  Vel  p-+-qzzc+d  ergo  ac(b+d)  —pq [a+b\ 
hic  c neque  ipfi  p neque  q aequari  poteft  , fieret 
enim  (f)-(^T)  vnde  fiat  c-a+b,  vt  fit  pq~a{b-\-d) 
ergo  p~a  ; q~b~\-d\  r~b\  s — d confcquentcr 

II.  Quia  r~b  non  differt  a praecedenti  , ob 
5 et  b permutabiles  , ftatuntur  rzzp-i-q  , fietque 
a b c {d~-\-p  q ) pq[  a + b )( c -\-d ). 

Quoniam  r ipfi  c aequari  nequit , fadior  d-\-p+q 
neque  ipfi  p neque  q neque  c~\~d  aequalis  poni 
potefi  , relinquitur  ergo  d •+■  p -+-  q—a-+-b  , et 
abc—pq{c-\-d) , vbi  quia  c ipfi  c-\-d  aequari 
nequit  , ac  p ct  q pari  conditione  gaudent,fiat  p-zt, 
erit  q^.a-\-b—c—d  , ct  abzi\  c -\-d)ya-\-b— c— d) 
vnd e a—c-\-d\  q~b\p~c\  r~b-\-c  \ s—d; 
licque  conficitur: 

Coroll.  t. 
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C o r o 1 1.  1. 

38?.  Hae  fdlutiones  eodem  fere  redeunt,  in- 
deque  tria  producla  binarum  formularum  , aequalia 
eruuntur : 

vel  in  lireris  p , q , r 

C o r o 1 1.  2. 

38 1.  Si  hae  formulae  in  produdta  infinita 
euoluantur  reper  etur 

/P  '(T-*-!  \ 

'T  ' r / — (?-+-»/ -t-  ’ * 

vnde  patet  tres  litteras  p , q , r vtcunque  inter  (e 
permutiri  pofle  , atque  h ne  ternas  illas  formulas 
concludere  licet. 

Corolf.  ?• 

38;.  RefPruamus  ipfits  formulas  integralcs , et 
fequentia  tr  a produ&a  erunt  inter  le  aequalia 


/1 


xp~'  d r 


r 


d v 


V(  i-aV-*  Vt  i -a.” )',-r 
, A q~'  dx  xq~*~r~ ' dx 

f-n f— 


V ( I — A"’  " r V , 

X*~'  dx  f.  xf+r—dx 

V,  1—  .vn),t-r  V ( 1 - a")*-* 

* M m . 


Coroll.  +. 
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Coroll.  4. 

383.  Hic  cafus  notatu  dignus,  quo  p~\-q~n. 


tum  enim  ob  ( ]— (5.)—  ? ct  (^)  — 


7 r 


«lin.f^’ 


haec  tria  produtta  fient  rr 


nr  fin.L?' 


Erit  fcilicet 


x*  P~~'dx  x'~p+r~'dx  , x*~'dx 
fn ./1 -=/! 


->V-xy-r 


■f 


x*-*-r-'dx 


vu-*"/_r  v(i-xny 

7T 

«rfiu.^5* 

A 


Scii  olion. 

384.  Triplex  ifta  proprietas  produ&orum  cx 
binis  formulis  maxime  eft  notatu  digna  , ac  pro 
variis  numeris  loco  p , q , r fu bft  i tuendis  obtine- 
buntur fcquentes  acqulitates  fpcciales: 


P_  i 

1 1 


1 2 


2 2 


»( 


3 !( 


3|< 


1 1 I4 

. I i. 

1 2|+i 

VM 


)(s)  = C.HO 

)(!)  = ( 5)  (i) 

XS>  = (iHS)  = (})(0 

)(n  = (?H  o 

) c l ) = ( 1 ) ( I ) ‘ 

)(?)  = ( i ) c f > 

}(5)  = (0(S) 

3 (:)  — (?)(?) 

).;)-(;)( i)  = ( *r  >(  n 
) ( ,♦ ) = ( \ ) ( { ) = ( ; ) ( 5 ) 
;(?;  = ({)(?) 
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P_'l 
2 2 
a 3 

* + 

3!3 

3.4 


(:)C)  = (i)(!) 

( i)(i)  = (*.)(n  = (s)(1) 

4 ! ( * } i * ) — ( * M * ) 

,+lr.)  (■«')  = (?  )i!)* 

Qiias  formulae  pro  omnibus  numeris  n valent,  ac 
fi  numeri  maiores  quam  n occurrant , cos  ai  mi- 
nores reduci  pofle  fupra  vidimus. 

Problema  47. 

3^5.  Tnuenire  produtfa  diucra  ex  ternis  huius- 
moii  formulis  , quae  inter  te  fint  aequalia. 

Solutio. 

Confiierctur  produclum  0 > 

quod  euolutum  praebet: 

f-M-yr  -t-  t «**  P-f-<7-4-r-»-t-»-’i) ' 

quod  eundem  valurem  retinere  euidens  e(l , quomo- 
docunque,  quatuor  litterae  inter  1’c  .eo  «mutentur. 
Tum  vero  eadem  euolutio  prodit  ex  hoc  prodiufto; 
(f  MfHr^r)  > ^i  eadem  permutatio  locum  habet. 
Aequalia  er  ro  funt  inter  fe  omnia  haec  produda : 

(f  •('-Pk'  ±?-)i  tf.utji  ) *?*) 

(t)(E±sx«« (f  e,*);5*’),— j*4) 

( *■ ) ( ) i < } ) ( ■ K *** ) i < F )( ’-?)  ( «£*) 
(.frH^k "^T1  . ; < ? ) ( ) ; ( ? J (“=■' ) «^ )• 


M m 2 


r 

Pro- 
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Frodufta  alterius  formae  ope  praecedentis  proprietatis 
liiuc  fpo  te  fluunt:  tlt  enim 


r -4-  » 


y 


Deinde  vtro  tt:am  hoc  producum 
euolutum  pro  primo  membro  dat : 
in  quo  tam  p ct  r,  quam  q et  s inter  fe  permutare 
licet,  ita  \t  iit 


r-t-r 

1 


) 


Scholion: 

385.  Qitantumuis  late  haec  patere  videantur, 
tamen  nullas  nouas  comparatioi.es  litppcditant , quae 
non  iam  in  praecedenti  contineantur.  Poltrema  enim 


aequalitas  |f  )(^)(«±-r)=(f  )(r-7' X^r) 
ori.ur  r(t)(t±i)  =({,(£*:, 
ex  multiplicatione  j ,, 

harum  C ir  a , ) u p ). 


Priorum  vero  formatio  ex  hoc  exemplo  patebit 
aequalitas  (pf)C^)  Cp^±r)-(  f )(*^‘)  (tK±£) 


oritur 

cx  multiplicatione 
harum 


V.( 


P-*--;  ; (£ 


Iflac  autem  corrpaiarones  praecipue  vtiles  funt  ad 
valorcs  diueriarum  -formularum  o.usdcni  ordinis  lcu 

pro 
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pro  dato  numero  n inuicem  reducendos  , Tt  inte- 
gratio ad  pauciflimas  rcuocctur  , quibus  datis  reli- 
quae per  eas  definiri  queant. 

Problema  48. 

387.  Formulas  fimpliciflimas  exhibere  , ad 

quas  integratio  omnium  taluum  in  forma  ( 2. ) 

x*~'dx  . 

contentorum  reduci  queat. 

V(i-xn)n-‘l 

Solutio. 

Primo  eft  (})  — j, , vnde  habentur  hi  cafus 
(?)=«  i (!)=i?  (?)=ii  (*)— 5 ctc. 

P Tt 

Deinde  cft  (- — ■>  V"de  omnium  ha- 
' n — p n lui. 

rum  formularum  valorcs  fiunt  cogniti  quas  indice- 
mus : 

(a=i)  = «f(--V=}rPi  (<T‘)  = Yi  C-=r)=t  ctc. 

Verum  hi  non  fufficiunt  ad  reliquos  omnes  expe- 
diendos , praeterea  unquam  cognitos  fpeetari  opor- 
tet hos ; 

(^)=A;  = ( — l=C;(--^;=Detc. 

atque  cx  his  reliqui  omnes  determinari  pot  runt  ope 
aequatonnm  fupra  demoullrutarum;  vn.ie  pot  liin.um 
has  notafle  iuuabit : 

M m 3 (V) 
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27S 

C-?i)'f)=(!TL)(— T*-) 

(!=f 

Ex  harum  prima  pofito  <*  — £-+- 1 inuenitur 

( **  <s^)=r=-. 

ideoquc  per  formulas  affumtas  definitur 
Ex  fecunda  pofito  6 — i inuenitur 

Ex  tertia  pofito  b"  i deducitur 


ficqne  repcriimtur  omnes  formulae  ("~a/~)  > £t  ex 
his  porro  ponendo  b~  2 in  tertia: 

/n  - a - j % /n-j\/n-ayii'ff-i  - J \ 

V a-»  ; — 1~AbT7/'‘  2 — r \ V Jl  T”  / 


vnde  reperiuntur  formae  ( r ~ ° ) et  ita  porro 

omnes  ( ) , quippe  quae  forma  omnes  com- 
pleditur.  Labor  autem  per  priores  aequationes  non 
mediocriter  contrahitur.  Inuenta  enim  ( " ~ a~— ) ex 
pr  ma  colligitur  : 


(£j5)=(V4-V)(?):£t=jriS)  ex  fcenoda  nero 


fimili- 
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fimihque  modfc  ex  inuentis  formulis  (1=~1)  deri- 
vantur hae 

(J=t)=(s=5^K5-)=(  ^-) 

Coroll.  i. 

38S.  Ex  aequatione  de- 

finiuntur 

(*?)=£  5 ('-f' I=T.;  (~')=fe!  (?)=&  «c. 

Ex  aequatione  vero  );(V~a)  hae 

formulae 

/«— — «A.  ( 1—1  ^ — atf.  /n — — aC  . /*— s\ «D 

l~  ) — j—  [T  » l—  J — T » '“7“  ' — T etc' 

• 

Coroll.  2. 

389.  Aequatio  (V^lVlCErV^  !-(’r  Ht) 
praebet 


xnde  reper 


• A V **  I t • » ’ '14  w 

mulae 

. fit— i\_Syl  . /n— 1\ — eT\  rfe 

\~T~ •«.«»'  « ' saBC*  v t I iaCD,t_6  «DE  CtC* 

atque  etiam  iftoe  ( — °— ) -{ ~) ("— ‘ : 't!  quae  funt 


atque  etiam  iftae  ( - * — ) -( ~~) ("— 7-^ ' : '~a~ ) quae  funt 

/ * — *>_P«\b.  ( b — « \ - faec  . ( n — s 3—  P/tC*» . f"— nr 
(“T  'T-/ " (iy*  ’ 'T- J_>6  a’  v » >-  ii.v  erc* 

Coroll.  3. 
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Coroll.  5. 

390.  Tum  aequatio  ( *-^r)=(’‘J )l«5? )("TJ):(tXv) 

dat 

#n — 4 \_<*3\BC.  . n—t  _ e,3  '<T> . /n— < W a3CPE  aft^EF 

V 1 I"  pVAB  ’ ^ 2 — >5tB  ’ ' s — 4UB  ’ « ‘ tik* 

hinc  C-J  =C-5S“>(i::(“fl)  praebet 

/ *t — I \ B , ( n — f \ . I " — t \ — jfftf  **  c^c 

' * / 1 ia^i  tdO  ^ ' j / 2 a,3oCb 1 ' • ^ 

atque  ex  C^-p-' ) ~ C~r  C^T1  /•[!1V1)  deducuntur 

[ n— 5 , a^VCp  _ . i* — < . a^yC^E  _ . n—  . at3>nEj^ 

' ( / — ^/JA.8  » l 1 ] — >4eib’  » V , )—  dtfiS  ecc> 


Exemplum  1. 

3 91.  Cafus  in  huc  firma  f 7 


Vi  1 -x'Y~q  1 


contentos  , cii  «-2  euoltiere , vbi  efl  )rf  , 7). 

Manifeflum  eft  has  formulas  omnes  \tl  alge- 
braice  vel  per  angulos  expediri  , his  tamen  regulis 
Ttentcs , qu  a numeri  p et  <7  binarium  luperare  nou 
debent , vnam  formulam  a circulo  pendentem  habe- 

7C 

mus  (*)=:  — — 7 — a,  vnde  nollri  cafus  erunt; 


2 fm* 


(i)=*  » (i)  = i 

(i  ) — <t‘ 


Excm- 
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Exemplum  2. 


39  Cafus  in  hac  forma  f — - — —■ — —(-) 

V 

contentos , vbi  « =r  3 > euolucre , vbi  eft  (£), 

Hic  cafus  principales,  ad  quos  ceteri  reducuntur,  funt 

^=l “ ct  (0=A=/-  f1 . ,>qua 


concerta  erunt  reliqui : 

(0=1  i (5)  = is  (0=f 
(?)=*»  (i)=s 
(0=A. 

Exemplum 

393.  Cafus  in  hac  forma  f- 


v(i-*7 


xr~'dx p 


=(J  } 

V ( 1 - x*  )‘—9  9 

contentos  , «=4  euoluere , eji 

..  A circulo  pendent  hac  duae 

4fin.J—  2 V2“a  et  0 4fin.’,x  4 P * 

praeterea  vero  vna  tranfeendente  fingulari  opus  ell 
(D  — A,  vnde  reliquae  ita  determinantur: 

V»)  — 1 i (i)  — «i  (*)— i i ( i ) — i 
(0— * i (5)  — a i (i)-Ti. 

C0=A«  (s)=P 

(0- T”  • 

N n Excm- 
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Exemplum  4. 

x*~'dx  p 

394..  Carus  in  bac  forma  f -(-) 

V(i-*‘)s-*  9 

sunt mios  , vbi  n—5  euoluere  , vbi  ejl  )-p£r/p. 
A circulo  pendent  hae  duae  formulae : 


•7T 


'TT 


~ 5 fin.7  — “ Ct  — 

praeter  quas  duas  nonas  tranlccndcntes  alTumi  oportet 
{’)  — &■  ct  (I)— B 

per  quas  omnes  fequenti  modo  determinantur 
(|)=i;  (D— i i (?)  — ii)— 

(»=«;  (S)=!i  (»=&i  (?)=s 


(0=a«  (j)=pi  (i)=K 

(0=V  i u)==b 

a \ 

f- 


(0-“-' 


Exemplum  5. 


x?  ' dx  p 
395.  Cafus  in  bac  forma  f 

V(  i-x‘)'-*  9 


contentos  vbi  ntzz6  , euoluere. 

A circulo  pendent  hac  tres  formulae  : 


(S)= 


6 fin.7 


? = «'i  (■)  = 


TT 


■7T 


6 Gn.  ’-3  3 V'  3 


= P? 


(i)  = 


TT 


7T 


•ir  — < — Y 


<Jfin.^“6 


tum 
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(um  vero  aflfumaritur  hae  duae  tranfcendentcs : 

(0  = A et  (!)— B 

atque  per  has  omnes  fcquenti  modo  determinantur 

({)=* i (0=1  i (?)=fi  «)=*' 

(f)=«i  (i)=srip)=n;  (J)=Stj  (?)=£ 

(‘i)-A;  (s)  — (*)— «b>  ( » ) — aiD 
. (?»— '{Ti  ^ *)  — (!)— Y 

f«>— “2.  “2? 

0>=T’ 

Scholion. 

39<f.  Has  determinationes  quousque  libuerit  % 
continuare  licet , in  quibus  praecipue  notari  debent 
cafus  nouas  tranlcendetitium  Ipecies  introducentes  j 
quorum  primus  occurrit  (i  n~ 3,  eftque  (j)—f  -ix 

Vfi-**)* 

cuius  valorem  per  produ&um  infinitum  lupra  vi- 
dimus cfie 

quod  ex  formula  (i)  ob  »-3  etiam  eft 


1 I.  f tf.  1 p.  1 1 1*.  1 

I*  4*V  7.7*  »0*  I®  * 1 J.  • 3 


etc. 


■■I 

Deinde  ex  clade  wr*  nafeitur  haec  noua  forma 

tranlcendens : . . . _ ; 

✓ r — r a*  _ r 

■"'-Jz  ; — > : ■/  yiT^rirj  • 

V(  I - *♦;’  y ( I - *♦  )* 

quae  aequatur  huic  produdo  infinito 


» 4.  7 t.  11  H,  15  lf.  IS  _ J 4.  1 < f.  Ii  »•  <t 

i»' 11.  j'ii.  C’ 


N n 2 


Ex 
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Ex  clafle  n~$  impetramus  duae  nouas  formulas 

tranicendentes 

(»=/’,—--=/•— 


y(  i - ** )♦  y(.-x*)« 

X d X S^f  io,  14  I5.fp 

a*  a*  7»  t%  i:*  *a  i;*iy  * 


. _4  i.  t TO.  U H.  If 

*•!*  6*  •*  II*  if  * l6.  |l 


G)=/ 

v ( . -**1* 

ita  vt  fit  • 

/IN./2N  — ii?  **  ”•>»  >*•  »r 

V iy  • \ a / I.  t * 5.  f'to.  I.  * 16.  ||  C te. 

Claflis  n:6  has  duas  formulas  tranicendentes  fup- 
peditat  : 

i)  ( - 1 f -2l2—  pofito  ja:ry  es 


V(  i 


2)  (l)-frX7ix  ~ 


yf  t-.?*;5 


— /*  *rf  » — i r dy_  — ir 
s/ y(  */ t 


dz 


yf»-z*)1  ' ' ' ' v(  i-zs)* 

fumto  A,\r  et  sraT.  Notandum  autem  eft  inter 
lias  et  primam  / — ia — — ? f y*y  — g (;)  rela- 
yCi-x^i1  ,-)•)* 

tionem  dari,  quae  eft  ay(i) (•)=«(*) (!)  ita  Yt 
prima  admifta  hic  altera  fufficiat. 


CALCV- 
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LIBER  PRIOR. 


PARS  PRIMA 

S E V 

METHODVS  INVESTIGANDI  FVNCTIONES 

VNIVS  VARIABILIS  EX  DATA  RELATIONE  QVACVN- 
QVE  DIFFERENTI  ALI  VM  PRIMI  GRADVS. 


SECTIO  SECVNDA 

D E 

INTEGRATIONE  AEQV  ATION  VM 

DIFFERENTIA  L1VM. 


DigitizeSj  by  Google 


Digitized  by  Google 


* * * * * * * # * * * * * * * 


CAPVT  I- 

• DE 

SEPARATIONE  VARIABILIVM. 


Definitio- 

397- 

In  aequatione  diffcrcntiali  fe paratio  variabilium  lo- 
cum habere  dic  tur  , cum  aequationem  ita  in 
duo  membra  difpcfcere  licet,  vt  in  vtroque  vnica 
•tantum  variabilis  cum  luo  difilrcntiali  infit. 

C O r O 1 1.  I. 

395.  Quando  igitur  aequatio  diffcrentialls  ita 
eft  comparata,  vt  ad  hanc  formam  Xdx~\ d)  re- 
duci poilit  , in  qua  X functio  fit  lolius  x ct  Y fo- 
lius  y , tum  ea  aequatio  feparationem  variabilium 
admittere  dicitur. 


Corolla. 


C A P V T I. 


sSS 

C o r o 1 1.  2. 

399-  Quodfi  P ct  X funrtioncs  ipfms  x tan- 
tam, at  Q_  et  Y funrtiones  ipfius  y tantum  deuo- 
tcnt  haec  aequatio  'PXdx—QXdy  feparatonem 
variabilium  admittit,  nam  per  XY  diuifa  abit  in 
in  qua  variabiles  funt  feparatae. 

Coroll.  5. 

400.  In  forma  ergo  generali  ^~V,  fepara- 
tio  variabilium  locum  habet , fi  V eiusmodi  fuerit 
fuurtio  ipfarum  x ct  y , vt  in  duos  fartores  refolui 
pofiit  , quorum  alter  fblam  variabilem  x , alter  fo- 
lam  y contineat.  Si  enim  fit  V— XY,  inde  pro- 
dit aequatio  feparata  -/  = X dx. 

Scholion. 

401.  Pofita  differcntialium  ratione  ^x—p  , in 
hac  fertione  eiusmodi  relationem  inter  x , y et  p 
confidcrare  inltituimus , qua  p aequetur  funrtioni 
cuicunque  ipfarum  a:  ct  y.  Hic  igitur  primum  cum 
cafum  contemplamur  , quo  illa  funrtio-  in  duos  fa- 
rtores refoluitur  , quorum  alter  cfl  funrtio  tantum 
ipfius  x ct  alter  ipfius  y , ita  vt  aequatio  ad  hanc 
formam  reduci  pollit  Xdx—Ydy , in  qua  binae 
variabiles  a fe  inuicem  feparatae  efle  dicuntur.  At- 
que in  hoc  cafu  formulae  fimplices  ante  trartatae 
continentur,  quando  Y zr  1 , vt  fit  dy—Xdx , et 
y-/Xdxt  vbi  totum  negotium  ad  integrationem  for- 

, mulae 
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mulae  Xdx  reuocatur.  Haud  maiorem  autem  habet 
difficultatem  aequatio  feparata  • Xdx  rr  Ydy  quam 
perinde  ac  for  mutas  funplices  tractare  licet,  id  quo4 
* in  fcqucnte  problemate  ollendcmus. 

Problema  49. 

402.  Aequationem  different:alem  , in  qua  va- 
riabiles funt  feparatae  , integrare  , fcu  acquat.oucm 
inter  iplas  variab.les  inuenire. 

Solutio. 

Aequatio  feparationem  var:abilium  admittent 
ftmper  aa  hanc  formam  Ydj  — Xdx  reuucitur ; 
vrbi  Xdx  tanquam  diffcrent;ale  fui  dtionis  cuiusdam* 
ipfius  .v  et  Ydy  tanquam  differentiate  fundtioms  cuius- 
dam ipfius  y fpciftari  potc(t,cum  igitur  diff.rentialia  fint 
aequalia  eorum  integrajia'  quoque  aequalia  effc  , vel 
quantitate  conflante  diflerrc  nccefTe  efT.  Integrentur 
ergo  per  praecepta  fup  rioris  fe&ionis  (eorfirn  ambae 
for.«nuIae  , feu  quaerantur  intcgralia / Ydy  et  fXdx , 
quibus  inuentis  erit  vtique  [ Ydy— ' X<7.v-f-Conft. 
qua  aequatione  relatio  finita  inter  quantitates  x et / 
exprimitur..  . . 

Coroll.  r. 

403.  Quoties  ergo  aequatio  diffcrentialis  fepa- 
rationem variabilium  admittit  , toties  integrat  o per 
e idem  praecepta , quae  fupra  de  formulis  funplicibus 
funt  tradita  , abfolui  potcfl. 

O o 


Coroll.  2.. 


t 
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Coroll.  2. 

404.  Tn  aequatidne  int  grali  fYdynTXdx+ Conft. 
vel  ambae  funtt.ones  fYdy  et  fXdx  funt  algcorai- 
cae  , vel  altera  alg.braca,  altera  vero  tranlcendens  t 
vel  ainbae  tra  ifcendentcs,  ficquc  relatio  inter  x et  y 
vel  erit  al^ebraica,  vel  tranicendens. 

Scholion. 

405.  In  (eparat  one  variabiliam  a nonnulli* 
lotum  fundamentum  refolutionis  aequationum  diffe- 
rent aliuiti  conftitui  lolet,  ita  vfcum  aequatio  pro- 
pofita  fcparationcm  vatiabilium  non  admitt  t,  idonea 
fiibll  tutio  fit  mueftiganda,  cuius  beneficio  nouae  va- 
riabiles introductae  fcparationcm  patiantur.  Totum 
ergo  negotium  huc  reducitur  , vt  propofita  aequa- 
tione different  ali  quacunque  eiusmodi  fubtfitutio  (eu 
nouarum  variabilium  introduftio  doceatur,  vt  dein- 
ceps feparatio  Variabilium  locum  fit  habitura.  Optan- 
dum vtique  effit , vt  huiusmodi  methodus  pro  quo- 
vis calu  idoneam  fubftitutionem  inucniendi  aptri- 
retur  ; fed  nihil  omnino  certi  in  hoc  ncgot:o  eft 
compertum , dum  plcracque  fubftitutiones  , quae  ad- 
huc in  vfu  fuerunt , nullis  ccrt  s principiis  innitun- 
tur. Deinde  autem  variabilium  feparatio  non  tan- 
quam  verum  fundamcnturti  omnis  integrationis  fpc- 
tfari  poteft,  propt.  rea  quod  in  aequationibus  differentia- 
libus  fecundi  altiorisue  gradus  milium  vfum  pr.ic- 
itut  j infra  autem  aliud  principium  latiflime  p.irn» 

fum 
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fum  expoliturus.  In  hoc  capite  interim  praecipua* 
integrationes  ope  feparationis  variabilium  adm  niftra- 
tas  exponere  operae  pretium  videtur  i quandoquiderri 
in  hoc  arduo  regotio,  quam  plurimas  methodos  co- 
guofccrc,  plurimum  intereft.  • 

Problema  50. 

405.  Aequationem  diffirentialem  P dx—Qdf , 
in  qua  P et  Q fint  fun&iones  homogeneae  eiusdem 
dimctifionum  numeri  ipiarum  x et  y , ad  feparat  o- 

nem  variabilium  reducere,  eiusque  iutegrale  inufcuire. 

• 

Solutio. 

Cum  P et  Q fint  funftioncs  homogeneae  ipfarum 
X et  y eiusdem  dimenfionum  numeri,  erit  £ fundtio  ho- 
mogenca  nullius  dimenfionis,  quae  ergo  pofito  y—ux 
abit  in  fundionem  ipfius  u.  Ponatur  igitur  y~ux  , 
abeatque  in  U fundtionem  ipfius  u , ita  vt  fit 
dy  - Udx.  Sed  t)b  y—  a.v  , fit  dy  — udx-\-xdu  % 
qua  fubllitutionc  noflra  aequatio  induet  hanc  formam 
udx+ xdu~  \}dx  , inter  binas  variab  les  x et  u , 
quae  n.anifcfto  funt  feparabiles.  Nam  difpofitis  ter- 
minis dx  continentibus  ad  vnam  partem  habetur : 

xdu  — ^U—u^dx  idcoque  — 

qnae  integrata  dat  /x—f^~-u1  ita  vt  iam  ex  va- 
riabili u determinetur  x , vnde  porro  cogtiofcitur 

7—  ux. 


O o a • 


Coroll.  1. 
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C o r o 1 1.  i. 

407.  Quodli  ergo  integrale  /a~;  etiam  per 
logarithmos  exprimi  poflit , ita  vt  /x  aequetur  lo- 
gnnthmo  fundlionis  cuiuspiam  ipfius  u , habebitur 
aequatio  algcbraica  inter  a:  et  u , idcoque  pro  u , 
pofito  valorc  aequatio  algcbraica  inter  x et  y. 

CoroII.  2. 

.408.  Cum  fit  y~ux  erit  Jy-lu+lx,  ideoque 
cum  fit  /x-fij—r  erit ./y~/a+/ o^ir  — 
quibus  integralibus  in  Arnum  redud  s fit  lj~fz 
Verum  hic  notandum  eft  , non  in  vtraque  integra- 
tione pro  Ix  et  ly  conflantem  arbitrariam  adi  icere 
licere;  fiatim  enim  atque  alteri  intcgrali  c(l  adiefta, 
fimul  conflans  alteri  adiicienda  definitur  , cum  efie 
debeat  l y~lx-\- /u. 


C o r o 1 1.  3. 


409.  Cum  fit  =fiu-^T~v  =fvr~ 


dn 


— f'~vl lu~  ob  hoc  poflerius  membrum  per  loga- 
rithmos integrabile  , erit  /.v~ / — / (U  — u)  fcu 
/j:(U  — a'— Perinde  ergo  efl  , fiue  haec  for- 
mula /jr~u  huc  /uzn;  integretur. 


Scholion. 
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Scholion. 


fiS>3 


+10.  Quoniam  haec  methodus  ad  omnes  ae- 
quationes homogeneas  patet , neque  etiam  ob  irratio- 
nalitatcm  , quae  forte  in  fun&ionibus  P et  ineft 
imped  tur  , imprimis  cfl  acflimanda  , plurimumque 
aliis  methodis* anteferenda  , quae  tantum  ad  aequa- 
tiones nimis  fpccialcs  funt  accommodatae/  Atque 
hinc  etiam  difcimus  omnes  aequationes,  quae  ope 
cuiusdam  fiibffitutionis  ad  homogcncitatem  reuocari 
poliunt , per  eandem  methodum  tra&ari  polle.  Ve- 
luti  fi  proponatur  haec  aquatio  dz-{-zzd,x  ~ 
flatim  patet  polito  z —y  cam  ad  hanc  homogencam 
— te 11  xxdy-dx(xx-ayy)  reduci. 
Caetcrum  non  difficulter  perlpic  tur , vtrum  aequatio 
propofita  huiusmodi  fiibftitatione  ad  homogeneitatem 
perduci  queat  ? Plerumque , quot  es  quidem  fieri 
poteft , fufficit  has  pofit  ones  xzxun  et  y~vn  ten-  , 
tafle  , vbi  facile  iudicabitur,  num  exponentes  m et  n 
ita  affiimcre  liceat , vt  vbique  idem  dimenfionum 
numerus  prod  at , magis  enim  complicatis  fu.bftjtu- 
tionibus  in  hoc  genere  vix  locus  conceditur,  nili 
forte  quali  Iponte  le  prodant.  Methodum  autem 
integrandi  hic  expolitam  aliquot  exemplis  illullrafle 
i tiu  abit. 

Exemplum  i. 

+ix.  Prbprfita  aequatione  differentiati  bomogenea 
Xdx-f-y dy^emydx  , eiut  integrate  inuenire. 

Oo  3 Cum 
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Cum  ergo  hinc  fit  *yx — pofito  rrrar 
£t  ~y~-x  — ■-1' ~ , ideoque  ob  dj~udx+xdu  exit 
l-~^-dx  hincque 

d * « u *f  n — « d n 

’ m u — i — i<  u • — ■ i — m u -+-  u u 

dx  -udu+jjndu  \mdu 
x I -ttiu+uu 
Tndc  integrando 


fca 


i-um+uu 


lx~—U[  i -tnu+uu)— {m  -f-ConIT. 

▼bi  tres  cafus  funt  confiderandi  prout  m > 2 , vel 
2 vel  mzzt. 

1)  Sit  c«>»2  et  i-mu+uu  hujusmodi  formam 
habebit 

[u-a)[u— i)  vt  fit  w— et  ob 


</« 


</« 


du 


7-  fiet 

(u-a)\u~la)  aa-i  u — a aa-i  u— ; 

(aa-i-  1 ) u—a 


lxz=— ll(i—mu+uu)- 


l . 

i(aa-i)  u-la 


C feu 


, , aa-i-  1 au—aa 

/jrV(i  — mu+uu)-\--y : 

v ' a (aa-  1 ) au—  1 

et  reftituto  valore  ^ aequatio  integra'is  erit 


^(xx-mxj-b-yy)-^ 


aa-\-  1 ay—aax 


— =/<■  fett 


r 22=52* 


i[aa-  1 ) ay—x 

>V  (*  * — w xf+yy ) — c. 


0 Sit 
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*)  Sit  w<^2  feu  m~  icor.a.  er :t 
/\  — 2'ii  C3j.  a u i* — jSn."aT  Ang.  tang.  1_llCjJ_  a 

?nde 

„ , _ \ t»/.  a * ^ u fi*. « 

/*V(i  — mu+uu)~C  — jIH.a  Ang.tang. , 
feu  / V* (xx—tti xy -\-yy)-C — j~. I Ang. tang. « 

3)  Sit  m=.i  erit  fcTzzT?  — r^Z  > hincqitc 
lx{i-u)  = C-~  feu  l{x-y)=:H-~y 

Exemplum  2: 

412.  Propofita  aeq  unione  differentiati  homogene * 
dx(ax+(3y 1 — dy(Yx+^y)  eius  integrate  inuemre. 

Pofito^ra*  erit  udx-\-xdu~dx ideoqu* 

dx du'  y-\-S u) dt!  ^ «+,-y- ' (3 )+du( y-f- ) 

x a.-\  $u-y  u-S  uu  ~~  aq-(p  — y)«~dtt« 

▼nde  integrando 

Ix-Q-lV  (a+(p-y)a~£  uuj+KP+y)^^^- 

vbi  iidem  cafus  , qui  ante,  (aut  confiderandi  , prout 
fcilicet  denominator  a-f-  p — y)u—  $ uu  vel  duo» 
fadtorcs  habee  reales  ct  inaequales  , vel  aequales,  vel 
imaginarios.  . 

Exem- 
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Exemplum  5. 

+ 13  Propffta  aequationi;  differentiati  bomogenea 
xdx+ydy~xdy-ydx  cius  integi  a/e  inuenire. 

Cum  hinc  fit  zz  pofito  y — itx  fit 
ud\-\-xdu  — ~r“ dx  , fcu  x du  — '•—£ dx  , vndc 
colligitur  — — , ^ , et  integrando  . 

/Jt*  — Ang  tang.«-/l/(  x+««)-f-C  fcu  ' . 

/ V ( XX  -h yy)  — c 4-  Ang.  tang.  ~. 

Exemplum  4. 

414..  Propofita  aequatione  differentiati  homogenea 
xxdy  — (xx-a y y )dx  cius  integrate  inuenire. 

Hic  ergo  eft  £7  = — ~£yy-  , et  pofito  yrrw* 
prodit  udx-\-xduzz(i  — auu)dx  idcoquc 
ct  lx  ~ f ,_tl  a' ui'  t cuius  cuolutioni  non  opus  eft 
immorari. 

Exemplum  5. 

415.  Propofita  aequatione  differentiati  homogenea 
xdy  — ydx  — dxV/(xx-|-yy)  cius  integrate  inuenire. 

Erit  ergo  £7  — ~ vnde  pofito  y~ux 

fit  udx+xdh-(u+V(i  +uu ))dx  fcu  xduzdxV(i-\-uu) 
ita  vt  fit  ^ , , cuius  integrale  eft 

Jx  — la-h  /(«-t-  V { 1 - \-uu ))  — la-\-/(y~^-' 
feu  /a _/a+/y TZT^yy ) ~y,  vnde  colligitur  x—;lXl^^t 
fcu  V (xx+jy)-*?  +->  hincque  xxzaa  + zay. 

Scholion. 
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Scholion. 

41  <J.  Huc  etiam  fundtiones  tranfccndentcs  nu- 
merari poffunt , moeo  afficiant  fun&iones  nullius 
dimenfionis  ipfarum  * et  y , quia  pofito  yzzux  fi- 
mul  in  fumftiones  ipfius  u abeunt.  Ita  fi  in  aequa- 
ne  ?dx  = Qdy , praeterquam  quod  P ct  Q funt 
fun&iones  homogeneae  eiusdem  cfmenfionum  nume- 
ri , infint  huiusmodi  formulae  .y.» 

Ang.f1n.7j- gX_i.Jy) ; cof.y  etc.  methodus  expofita  pa- 
ri fucceffu  adhiberi  poteft  , quia  pofito  y — ux  ra- 
tio % aequatur  fumftioni  folius  nouae  variabilis  u. 

Problema  51. 

417.  Aequationem  difFcrentialem  primi  ordinif 
dx{a.+$x-\-yy)  =r<(y(«5‘+ea:  + <j') 
ad  feparationem  variabilium  rcuocare  et  integrare. 

Solutio. 

Ponatur  a + fix~{-yy  — t et  $ -+-ix+%y  ~ut 
yt  fiat  tdxznudy.  At  inde  colligimus 

— yu^ai-t-yS  „„  „ (3 u — t i+a(_at 

x — (3  £ — > £ ct  y — ps— 

hineque  d x:dy  — ^dt  — ydu:^du—edt  , vnde  nan- 
ciicimur  hanc  aequationem 

tydt  — ytdu  — Pudu—tudt  fcu 
du(fiu+yt) 

fp 


quae 
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quae  cum  fit  homogenea  et  cum  exemplo  §.  41®. 
conucniat,  integratio  iam  eft  expedita. 

Verum  tamen  cafus  exiftit  , quo  haec  redu&io 
ad  homogeneitatem  locum  non  habet , cum  fuerit 
. y e — o quoniam  tum  introdudio  nouarum  va- 

riabilium t et  u tollitur.  Hic  ergo  cafus  peculia- 
rem requirit  folutionem  , quae  ita  infiituatur  ; -quo- 
niam tum  aequatio  propofita  ciusmodi  formam  eft 
.habitura 

*dx+(px-bYj)dx=$dy-t-n(0x+yr)*y 
* ■ . dy—.a-4-*  . K * 

'ponamus  yy—zy  erit  + At  ay—  y 

rrp.n  ix  , vbi  varabiles  manifefto 

ergo  y _ 

funt  feparabiles , fit  enim  « -V — <*>-»-  ps  -►-( > -+_  n ,3 cu“ 
ius  integratio  logarithmos  inuoluit,  nifi  fit  ® 

'quo  cafu  algcbraicc  dat 

■ . 'CoroIL  k 

418.  Aequatio  ergo  diffcrentialis  primi  ordi- 
nis , vti  vocatur,  in  genere  ad  homogenietatem  re- 
duci nequit,  fcd  cafus,  quibus  (3^— y e,  inde  excipi 
debent , qui  etiam  ad  aequationem  feparatam  omair- 
no  diucrfam  deducunt. 

Coroll.  2. 

419.  Si  in  his  cafibus  exceptis  fit  »~o-, 

feu  haec  propofita  fit  aequatio  dy~d x( »4.(3 x + 7?)» 
fofito  (3a’4 -yyzz^z  ob  haec  oritur  aequa- 

tio 
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tio  dx-£y-^p_i_yz  , cuius  integrale  eft 
yx=lS±£2±2S  - lZ±ll±fiX*±w?  ftl 
p-HY  [<t-\-^x-^-yy)-Ctyx. 

Problema  52, 

420.  Propofita  aequatione  differentiati  huiu*- 
modi ; 

>+-  ?y  dx  zz.  Qdx  • 

in  qua  P et  Q fint  fundtiones  quaecunque  ipfius  x i 
altera  autem  -variabilis  y cum  fuo  diflercntiali  nus- 
quam plus  vna  habeat  dimenfionem  , eam  ad  fepa- 
Tationem  variabilium  perducere  ct  integrare. 

Solutio, 

Quaeratur  eiusmodi  fundtio  ipfius  x , quae 
fit  X,  vt  flufla  fubflitutione  y~Xu  aequatio  pro- 
deat feparabilis;  Tum  autem  oritur 

X d u u d X — Qd  x 
4-P  Xudx 

quam  aequationem  feparationem  admittere  euidens 
eft  , fi  fuerit  </X4-PX</.r~o  , feu  ^r— — Tdx  , 
vnde  integratio  dat  lX~^fVdx  et  X~e”^rdx; 
hac  ergo  pro  X fumta  funtflione  , aequatio  noftra 
transformata  erit:  XduzQdx , feu  duC.^y~eiTdxQdx 

P p 2 vnde 
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yndc  cum  P et  Q fiat  fundiones  datae  ipfius  x % 
erit  u —feftixQdx Quocirca  aequationis  pro- 
poli tae  integrale  eft yz^e~Jrd*  (estixQdx. 

Coro  11.  i. 

42 t.  Rcfolutio  ergo  huius  aequationis  dy-\-?ydx 
— Qdv  duplicem  requirit  integrationem  alteram  for- 
mulae /Vdx,  alteram  formulae  fe-frdxQdx.  Sufficit 
autem  in  pofteriori  conflantem  arbitrariam  adieciffe  , 
cum  valor  ipfius  y plus  Tna  non  recipiat.  Etiam-fi 
enim  in  priori  loco  f?dx  feribatur  ftdx+C,  for- 
mula pro  y manet  eadem. 

C o r o 1 1.  2. 

422.  Dum  ergo  formula  P</a:  integratur,, 
fufficit  cius  integrale  particulare  fumi  , ideoque  con- 
flanti ingredienti  eiusmodi  valorem  tribui  conuenit,, 
vt  integralis  forma  fiat  fimpliciffima. 

Scholion. 

423.  En  ergo  aliud  aequationum  genus  non 
minus  late  patens  quam  praecedens  homogenearum 
quod  ad  feparationem  variabilium  perduci  , hocque 
modo  integrari  peteff.  Inde  autem  in  Analyfin 
maxima  vtilitas  redundat , cum  hic  litterae  P et  Q 
fundiones  quascunque  ipfius  x denotent.  Hoc  ergo 
modo  manifeftum  eft  tradari  pofte  hanc  aequatio- 
nem Rdy+Pydx-Qdx , fi  etiam  R fundionem 

quam- 
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quamcunque  ipfius  x denotet , fafta  enim  diuifione 
P»r  R forma  propofita  prodit,  modo  loco  P et  Q_ 
firibatur  £ et  £ , ita  vt  intcgralc  futurum  fit 


_rti* 

7=eJ  R f 


,Td  x 

C ' R Q//.V 


K 


Ad  huius  problematis  illuflrationem  quaedam  exem- 
pla adiiciarnus. 

Exemplum  i. 

424.  Propofita  aequatione  differ  enti  ah  dy  + ydx 
=axVx  eius  ititigrale  inutnire.  , - 


Cum  hic  fit  Pzi  et  Qzax*  erit  /P dx~x  f 
•t  aequatio  integralis  fiet 

y~e~xfe*xndx 

quae  fi  n fit  numerus  integer  pofitiuus  cuadct 
y=e~*(e*(xn— nxn'l+n[n-i)xn~t— etc.)  + C) 
qua  euoluta  prodit 

y-Ce-x +xm-nxn~' +n(n-i)  xn-*-n(rt-x)(n-  etc. 

Tnde  pro  fimplioribus  valoribns  ipfius  n v 

fi  n~ o,-  erit  j-Ci?'*  4-1 

fi  n~  1 j erit  jzzCrx+x—  1 

fi  n- 2;  erit y~Cer*+xt-2x-\-z. 1 

fi  »-3  i etitjtz:C*-*+x'-2xt+Z.2X-3.2.t 

etc. 

t .. 

Pp  3 Coroll. x* 
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Goroll.  1. 

445.  Si  ergo  conflans  C fumatur  , hab«- 
bitur  integrale  particulare 

quod  ergo  efl  algebraicum  y dummodo  n lit  nume- 
rus integer  pofitiuus. 

Goroll.  2. 

44^.  Si  integrale  ita  determinari  debeat  , Tt 
pofito  x~o  , \aIor  ipfius  y enanefcat  , conflans  C 
aequalis  iumi  debet  xltimo  termino  conflanti  Cguo 
mutato  , vnde  id  femper  erit  tranfeendeus. 


Exemplum  2. 

427.  Propojita  aequatione  differ entiaR  (i-xx)dy 
-4-xydxradx  eius  integrale  inuenirc. 

Aequatio  ifla  per  i—xx  diuifa  ad  hanc  ^,r" 
mam  reducitur  d y -+-  zr  r~i lx  , ita  vt  *"lt 

P=rl«;  Qpr^ii  hinc  f?dx~-lY\i-xx)  et 
efrdxz^:IJ~3ix) , cx  quo  integrale  reperitur  : 

,=V( . =(y(f^+C)’'(  «• -«> 

quocirca  integrale  quaefitum  erit 
fzax+eV^i-XX) 

quod 
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quod  ii  ita  determinari  debeat  , Tt  polito  xzo  r 
fumi  oportet  fzo  , eritque  j~ax. 


Exemplum  3. 


41 S.  Propofita  aequatione  > differentia^ 

— adx  eius  integrale  inuemre. 

Cum  hic  fit  P— yt.  "^1  et  Q,— a erit  f?dx 
z.nl(x-hV(  i-f-ara:))  et  */Mje-(.r-+-V ( i -+i$x»\, 
et  tr~s pdx~(V(i  + x x)— *)"  vnde  integrale  qu^fi- 
tum  erit 

j-(V(,t-\-xx)—xy,fadx(x-hV(i-+-xx))* 

ad  quod  euoluendum  ponatur  , 

et  fiet  , hinc  dxz : — nri  — » ergo 

/undx~  — H-C 

J 2(h-i)  2(«-}-i) 

-Nunc  quia  C^fi+.v  *■)— xy-w'1  erit 


y—Qir'-\- 


aiT~' 


au 


2(n-l)’T"2(H  + l) 


fiue 


^ rrnHTT)  ( ^ 1 “i- ^ ) “i- ^ ) 
'quae  expreflio  ad  hanc  formam  reducitur: 

^C(»/(i4-xA)-A),--hB-~rr  y (x+jfjf)  -sr. 

fL 
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fi  integrale  ita  determinari  debeat  , Yt  polito  X~Q 
fiat^zo,  fumi  oportet  Cz:— nzrr-  . 

Problema  53. 

449.  Propoli ta  aequatione  diffcrentiali 
dy  -i-  ?J  dx  - Q_>'n'K,  dx 

vbi  P et  Q denotent  functiones  quascunque  ipfius 
-eam  ad  leparationcm  variabilium  reducere  ct  inte- 
grare. 

Solutio. 

\ . • • • • • . 

Haec  aequatio  pofito  — — z ftatim  ad  for- 

_ t - i dy  d Z 

mam  modo  t radiatam  reducitur  , nam  ob  — — — nzt 
aequatio  nollra  per  y diuifa , Ici  licet  ^ +P  d x —QjPd  x 
ftatim  abit  in  -J|-f-P dx=^r  feu  ds-n?zdxz~nQdx 
cuius  integrale  eft 

x——e'iri xfe~ nJpdx  n Qd x ideoque 

~=:-ne';vdxfe-nSTdxQdx. 

Tractari  autem  poteft  vt  praecedens  quaerendo  eius- 
modi  functionem  X,  vt  facta  fubftitutione  yzXll 
prodeat  aequatio  feparabilis  : prodit  autem 

X du 4-  u d X -4- P X u dx  — X'1'*'1 ' Hn+' ' Qd  x. 

Fiat 


Digitized  by  Google 


C A P V T I. 


ao  s 


Flat  ergo  </X+PX^=o  feu  X—emm^Tix  eritquo 
du 

* = XnQdx— e~  l“,J*QJx 

«t  integrando : 


ft-BrrixQdx. 


Iam  quia  u~£~trpdxy  habebitur *vt  ante 
y—  -/te+*"dxfe-nJ*J*Qdx. 

Scholion. 


430.  Hic  ergo  cafus  a praecedente  non  dfFerre 
eft  cenfendus  , ’ta  vt  hic  nihil  noui  fic  praeft  tum. 
Atque  haec  duo  genera  funt  fere  lola  , quae  quidem- 
aliquanto  'atius  pateant , in  quibus  feparat  o varia- 
bilium obtineri  queat.  Caetcri  calus  , qui  ope  cu- 
iusdam (ubflitutionis  ad  variabd  um  Icparationero 
praepirari  pnflunt , plerumque  funt  nimis  (p.ciales , 
quam  vt  infiqnis  vfus  in^e  expetfari  polfit.  Ii  te- 
ri m tamen  aliquot  cafus  prae  cacteris  memorab.lc* 
b c exponamus. 


Problema.  54. 

- 431.  Propofita  hac  aequatione  diderential; : 

ay dx  + j3 .v dy  + x*jrn ( yy dx -1- x dy)  — o 

eam  ad  feparationem  variabilium  reducere  et  inte- 
grare. 

Q q Solutio.  - „ 
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Sol  utio. 


Tota  aequatione  per  xy  diuifc  nancifcimui 
tanc  formam 

Tnde  flati  m has  fuMlitutiones  iVP=:*  « l>*— » 
infigni  vfu  non  effe  carituras  colligimus : inde  emi» 


fit 

adx  , pdy__dj  „„  ydx 
— H y — t Cl  * 


S dy da 

y — a 


hineque  aequatio  noftra  7+^/'  ■ — °* 
At  ex  fubftitutione  fequitur : 

^5-py  -tV3  , et 

ideoque  _t  m 

x—t «T^iv u et 


quibus  fubftitutis  fit 

5m—  >n  q P ">  . . _ 

aT—  Qy  a«5  - (T>  5Jirro  ideoque 

<ytt  — 5 ti _ T q n —3  m_  y • 

/rsTpv  i/;-i-uaS~py  du^zo 

cuius  aequationis  intcgrale  efl;  t 

» y n—  $m  fti-f  P"* 

,a(f-TV  Marrpy.^  ^ 

yn-Sm  an-($m  __  * - 

■*bi  tantum  fivpcreft  vt  refti  tuantur  valores  t — xj 
et  u — v7  /.  Cactcrum  notetur  , fi  fo«rit  vel 

yn-Smzz  o vel  a«-(3w- o,  loco  illorum  irem- 
brorum  vtl  It  vel  Iu  lcribi  debere. 

• Scnolion. 
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Scholion. 

432.  Ad  aequationem  propofitam  ducit  quae- 
ftio  , qua  eiusmodi  relatio  inter  variabiles  x et  j 
quaeritur , vt  fiat 

fjdx—axy-\-bx™'*‘'jn*'' 

ad  hanc  enim  refoluendam  differentialia  fumi  debent» 
quo  prodit 

jdx-zaxdj-\-aydx+bxnj\(m-\- 1 )jdx-{-(?H- 1 )xdy) 
qua  aequatione  cum  noftra  forma  comparata,  eft 

a~a- 1 (3 ~a  i y-[m+  i)b  , et  d-(»4-i)6 
ergo 

a.&  — (3y  — (n-rtn)ab— (»-+- 1 )b 
un-(5/n-(n-m)a-n  , et  yn-$mzz(n-m  )b 

vnde  aequatio  intcgralis  fit  manifefta. 


Problema  55. 

433.  Propofita  hac  aequatione  diflcrentiali : 
ydy-\-dy[a+bx  -\  nxx)—ydx{c-\-nx ) 
eam  ad  leparationem  variabilium  reducere  , et  inte- 
grare. 

Solutio. 


Cum 


fit 

haec  fubftitutio  y_£(ae~x  ] 


tentetur 


b *-*-  nji  X 

. . ~+-bx- t_njcx  — *tu  y—  <.-+-hjc — u 

fierique  debet  dy~udx , Icu  — £*[£•*• »»-«). 

at  cx  logarithmis  colligitur 

" dy — 7du  , dxfb-~,T>x)  ndx 

3 u ' fl-+-  bx  H- n xx 


■ a-t-b  x-t-nxx 
-4-du  dx  f c-f-n«— u) 


c-t-»*-u  t — a -t-bx-t-nxx 

Q.q  a quae 


> 
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quae  contrahitur  in 

dtt  ! — l-n  x)-i  ud*  d xf  c-  b- nx-n  ) 

• "~ul  C 'I  A - U ) 0-t-  'jd  ■+*  '*  X 

; dutc dx  (■>«-+■ 

n*  — *i  { : ojc-u)(  a-*-ud  -+-«**) 

quae  per  c-^-nx — u mnltipl.cuta  manifolio  efl  fepa- 
rabilis  , proni  tque 

d x ■ — 

(a  +Tc  JJ-n*  x )lc  -t-  » * ) ttCna-Hcc  - 6c  -»-( 

cuius  ergo  integratio  per  Iogarithmos  ct  angulos 
abfolui  potcfl.  Cafu  autem  hic  vix  praeuidtndo 
euenit vt  haec  fubftitut  o ad  votum  lucccflcrit  , 
neque  hoc  problema  magnopere  iuuabit. 

Problema  j 6 . 

- 434,  Propofitam  hac  aequationem  diflerea- 
tialcmt  • . 

/„  „w. •ix<,-t-yy)V(r+y_2f 

(j—xiaj  — v t , -*-**) 

ad  feparationem  variabilium  reducere  et  integrare. 

Solutio. 

Ob  irrationali tatem  duplicem  v;x  vllo  modo 
patet,  cuiusmodi  lubftitutione  vti  conucniat.  Eius- 
modi  certe  quaeri  conuenit  r qua  eidem  figno  radi- 
cali  non  ambae  variabiles  fimul  implietntur.  Ad 
hunc  fcopum  commoda  videtur  haec  fub(litut'0 


u) 


u;- 


x — u r -u(i-4-ax)  , f j-+-rxV 

J— q«a  fit  y-x=:- — jr~xu 
et  atque  his  valonbus  ia 

noflra  aequatione  fubfli  tutis , prodit 

—udx{i  4 uu)i  udu{  1 4 xxfJidx[  t-\uu)  v’(  i + uu) 

quae 
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quae  manifedo  fcparationem  •variabilium  admittit: 
co!lig:tur  Icilicct 

dx  u d u 


a -h  xx 


( i+«u)(  hV(  i+uu)  + u) 


quae  aequatio  polito  1 -\-uu~tt  concinnior  redditur 


da 


if 


1 -t- xx  HH-HViU  — 1 )] 


et  ope  politionis  t — fublata  irrationalitate 


dx 


rht  1 — st) 


>di 


j ndi 


■1-t-xx ( • f-1— t— — I)ss)  — H -ts  n-4-i-j-ln— i)ft 

cuius  integratio  nulla  amplius  laborat  difficultate. 

Scholion, 

435.  In  hoc  cafu  praecipue  fubflitotio  yr rprT 
notari  meretur,  qua  duplex  irrationalitas  tollitur: 
■vnde  operae  pretium  erit  videre  , quid  hac  fubftitu- 
tionc  generaliori  praedari  poffit : J — r^Piu  i inde 
autem  fit 

a-$yj— — r+enz-L 

i Jx(a-Puu)-*-  d u ( 1 — a |3  x x ) 

et  ay — 

ac  iam  facile  pcrfpicitur  r in  cu'usmodi  aequat:onf- 
bus  haec  lubditutio  vfum  affirre  poffit;  eius  fcilicet 
bcnificio  haec  duplex  irrat  onal itas  reduci- 
tur ad  hanc  Ampliem  quam  porro  facile 

rationalem  reddere  licet.  Atque  hic  fere  fune  ca- 
fus  , in  quibus  rcdu&io  ad  leparabilitatcm  locum 

inuenit  , quibus  probe  ptrpends  aditus  facile  patebit 

Qq  3 ad 
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ad  reliquos  cafus , qui  quidem  etiamnum  funt  tra- 
nati i vnicara  vero  adhuc  inudligationcm  apponam 
circa  cafus , quibus  haec  aequatio  dy+yydx-axmdx 
fepar.itioncm  variabilium  admittit  quandoquidem  ad 
huius  modi  aequationes  frequenter  peruenitur  , atque 
' haec  i pia  aequatio  olim  inter  Geometras  opani  (ludio 
e(l  agitata. 

Problema  57. 

43 6.  Pro  aequatioe  dy -f- yy dx~a xm dx  va- 
leres exponentis  m dcfiivire  , quibus  cam  ad  fepara- 
tioaem  variabilium  reducere  licet.  % 

Solutio, 

Primo  haec  aequatio  fponte  eft  fcparabiliS  cafu 
tn—o3  tum  enim  ob  dy—dx[a-yy)  fit  dxzz3%. 
Omnis  ergo  inuclligatio  in  hoc  verljttur , vt  ope 
fublti  turionum  alii  cafus  ad  hunc  reducantur. 

Ponamus  y~\  , et  fit  - b d z+ b b d x~a  xm  z z d x, 
quae  forma  vt  propofitac  fimilis  euadat , fiatuatur 

• • • — m 

/m-t-i  dt 

vt  fit  xmdx—~p-,  et  dx~ 

tif+i 

eritque  - 

bdz-^-^^L  im+'  dt 

m ■+■  1 17.  1 • 

quae  fumto  b — ^r,  ad  fimilitudinem  propofitac 

-T7X 

propius  accedit,  vt  fit  dz  + zzdl-~-°—-ltm-+-  * dt.  Si 
ergo  hacc  effet  feparabilis , ipla  propofita  illa  fub- 

(litu- 
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ftitutione  feparabilis  fieret  et  viciffim ; vnde  condu- 
dumis,  fi  aequatio  propofita  feparationem  admittat  cafu 
m~n , eam  quoque  efle  admiffuram  cafu  m — „“7'. 
Hinc  autem  ex  cafu  m — o alius  non  repetitur, 

■'  Ponamus  yz: * — ~ , vt  fit  — 

et  yydx——x -+-  -^r-  , vnde  pFodit 


Jz  zzdx 


—axwd:i  fcu 


dz 


z z d x 

X X 


-ax*-*-'dx 


fit  nunc  A—1,  ct  fit  dz-\-zzdtz=a(~m~*dr  i quae 
cum  propofitae  fit  fnnilis , difeimus fi  feparatia 
fuccedat  calu  m~n  , etiam  fuccedere  cafu 

Ex  Vno  ergo  cafu  m — rt  confcquimur  duos  fd- 
licet  m—  — “-7  et  m — ~n—  4.  Cum  igitur  con- 

flet cafus  m~  o,  hinc  formulae  alternatim  adhibitae 
> praebent  fequentes  >> 


m——j ; m=—\i  m——]; 
m-~r’ i mz-j  etc. 


q*ui  cafus  omnes  in  hac  formula  m~rnh  conti- 
ficntuF. 

C o r o 1 1.  r, 

+3*7-  Quodfi  ergo  fuerit  vel  vef 

«r  — Tt  — \ aequatio  dy-\-yydxzAx'n dx  per  aliquot  lub- 
ftitutionis  repetitas  tandem  ad  formam  du+uudixzcdv, 
cuius  leparatio  ct  integratio  confiat,  reduci  poteft. 


Coroll.  2. 
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C o r o 1 1.  2. 

438.  Scilicet  fi  fuerit  m~  77^-7,  aequatio 
* » 

iy-\-jydx~axmdx  per  lubftitutioncs  x — et 

z reduc  tu  r ad  fiaac  dz-+-zzdt~(^~-)it"det 

*vt  fit  n—~zrt  , qui  cafus  vno  gradu  interior  eft 

ceulcndus. 

C o r o 1 1.  ?. 

439.  Sin  autem  fuerit  m — ~ , aequatio 

jy-i-yydxzxiaxmdx  per  has  fubftiturioucs  xzz}  et 

1 _ — (eu  y~t  — ttz  r. ducitur  ad  hanc 
dz-\-  zzdt  —alndt  , in  qua  efi  «—  , 

qui  cafus  dcnuo  \no  gradu  inferior  cfi. 

, C O r O 1 1.  4. 

440.  Omnes  ergo  cafus  feparabiles  hoc  modo 
ipuenti  , pro  exponente  m dant  numeros  nega  ruo» 
intra  limites  o et  — 4 contentos.,  ac  fi  i fit  nu- 
merus infinitus  prodit  cafus  m — ~ 2 qui  autem  per 
fc  confiat  , cum  aequatio  dy+yydx—"-—-  polito 
y—  fiat  homogenea. 

Scholion  i. 

* 

441.  Aequat  o haec  dy+jydx—ax^dx  to- 

cari  folct  Riccatia  ia  ab  Aucfiore  Comite  Rucati , qui 
primus  cafus  teparabiles  propoluit.  Ilie  quidem 

cam  in  forma  fimplicifiima  exhibui  , cum  eo  haec 
dy-\~  hyyt^dt  — Tii^dt  ponendo  At^dtxzdx  ct 
A/-*"*''  — (ja  + O**  ftatim  reducatur.  Caeterum  etfi 

binae 
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binie  fubftitutiones , quibus  hic  fum  yfus,  funt  fim- 
pliciflimae  , tameu  magis  compofitis  adhibendis  nulli 
alii  cafus  fcparabiles  deteguntur:  ex  quo  hoc  otinino 
memorabile  eft  vifum  , hanc  aequationem  rariflime 
feparationem  admittere , tamctfi  numerus  cafuum  , 

quibus  hoc  praedari  queat,  reucra  fit  infinitus.  Cae- 
terum  haec  inuedigatio  ab  exponente  ad  fimplicem 

m 

cocfficientem  traduci  poted ; pofito  enim  y~x%  z t 

T71  T7I  TTI 

prod  t dz  + ■+•  a.-5  zzdxzmx s dx  vbi  li  fiat  xidx~dt, 

et  * * eriti?-(1^rt  hineque 

•+-zzdt~adt quae  ergo  aequatio,  quoties  luerit 
r^n— + 2/  feu  numerus  par  tam  pofitiuus,  quam 
negatiuus  , leparabilis  reddi  potcd , ita  \t  haec 
aequatio  dz  •+•  ^7-^  -t-  z z dt  — a d t lemp.r  fit 
integrabilis.  Si  praeterea  ponatur  z — u — 
oritur  du+utidt zzadt  — ™{ //  et  pro  cafiuus 
feparabilitatis  m habetur  du-\-  uudt  — adt 

. Vb.riorem  autem  huius  aequationis 

euolutionem  , quandoquidem  cd  maximi  momenti  , 
in  fequentibus  docebo  $ vbi  integratione  aequationum 
differentialium  per  feries  infinitas  fum  a&urus,  hinc 
enim  fic  lius  cafus  feparabiles  eruamus , fimulque 
integralia  adignare  poterimus. 

Scholion  2. 

4+2.  Amplioria  praecepta  circa  leparationem 
▼ariabilium  , quae  quidem  vfum  fiut  habitura  , vix 

R r tradi 
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tradi  poffe  videntur  , vndc  intcliigitur  in  pahdffimis' 
aequationibus  different  aiibus  hanc  methodum  adhi- 
beri poffe.  Progrediar  igitur  ad  aliud  principium 
explicanJum  , vnde  integrationes  haurire  liceat 
quod  multo  latius  patet  , dum  etiam  ad  aequatio- 
nes d tfrential-s  altiorum  graduum  accommodari) 
poteft,  ita  vt  in  co  verus  ac  naturalis  fons  omnium 
integrationum  contineri  videatur,  lftud  autem  prin- 
cipium in  hoc  confidit  , quod  propofita  quacunque 
aequatione  differentiati  inter  duas  variabiles  , femper 
detur  fumftio  quaedam  , per  quam  aequatio  multi- 
plicata fiat  mtegrabilis  ; aequationis  fcilicct  omnia 
membra  ad  eandem  partem  difponi  oportet  , vt  ta- 
lem formam  obtineat  Pi/.v+Qi^ro  ; ac  tum  di- 
co femper  dari  funftioncm  quandnm  variabilium 
puta  V , vt  fafta  multiplicatione  formula  VPif.v 
integrabibs  cxid.it,  fcu  vt  verum  fit  dif- 
ferentiata cx  differentiatione  cuiuspiam  fun<ftionis  bi- 
narum variabilum  x et  y natum.  Quodfi  enim  hacc 
fundfio  ponatur  =S  vt  fit  dS  — V VQi/y  , 

quia  cd  — o cr  t etiam  <^S  — o , ideo- 

que  S~Cond.  quae  cr;o  aequatio  erit  integrale  id- 
que  completum  aequationis  differentiatis  P</.v-+-Qi/;~o. 
Totum  ergo  negotium  ad  inuentionem  illius  multi- 
plicatoris V redit. 


; 


CAPVT  II. 
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INTEGRATIONE  AEQVATIO- 

, . NVM  OPE  MVLT1PUCATORVM. 

• ' I • ’ ' * * 

* • i i • - 0 J . i f » ;;  * ••  * .t 

Problema  58.  . . ^ i 

. . 443- 

Propofitiim  aequationem  diffcrcntialcm  examinare 
Ytrum  per  Jc  fit  integrabilis  nec  ne  ? 

Solutio. 

/ - ‘ m ‘ t . • i 1 . • : ' . * V 

Difpofitis  omnibus  aequationis  terminis  ad 
eandem  partem  figni  aequalitatis,  vt  huiusmodi  ha- 
beatur forma  Pr/r-f-Q/^rro  , aequat  o per  fe  erit 
integrabilis , fi  formula  Pr/.v-4-Q//y  fuerit  verum 
'differentiale  fiin&ionis  cuiuspiam  binarum  variabi- 
lium x et  y.-  Hoc  autem  euenit  , • vti  in  calculo 
differentiati  ofiendimus,  fi  diffrentialc  ipfius  P lurr.ta 
fola  y variabili  ad  dy  eandem  habeat  rationem  , ac 
-differentiale  ipfius  Q,  fumta  fola  x variabili  ad  dx , 
feu  adhibito  fignandi  modo , quo  in  Calculo  diffe- 
rcntiali  fumus  vfi,  fi  fuerit  (£*)  — (jj).  Nam 
fi  Z fit  ea  fundio  , cuius  differentiale  ell  P«/r-fQf/>', 

erit  hoc  fignandi  modo  Prr(jf)  et  hinc 

r - Rr  2 ergo 
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ergo  (equitur  et  (Jf )=(££)•  M 

eft  (jT — )=(^ft),  vnde  colligitur  (d^)=(lt)- 
Quare  propofita  aequatione  differentiati  P</.v-hQ^-o , 
■verum  ea  per  fe  fit  integrabilis  nec  ne  ? hoc  modo 
dignotcetur : Quaerantur  per  difFerentiationem  valo- 
res  (^)  et  (*£)  qui  fi  fuerint  inter  fe  aequales, 
aequatio  per  fe  erit  integrabilis  ; fiu  autem  hi  va- 
lor.es  fint  inaequales  , aequatio  non  erit  per  fe  in- 
tegrabilis. 

C o r o 1 1.  i. 

44.4..  Omnes  .ergo  aequationes  differentiales 
in  quibus  variabiles  funt  a (e  inuicem  feparatae , per 
fe  (unt  integrabiles : habebunt  enim  huiusmodi  for- 
mam Xdx-\-Ydy  — o , vt  X fit  fundiio  folius  .r 
et  Y folius  y , eritque  propterea  (;j~  )=o  et 

Coroll.  2.  * 

44.5.  Vicifiim  igitur  fi  propofita  aequatione 
differentiati  Vdx-\-  Qdy~o,  fuerit  ( j~)— o et  )~ot 

variabiles  in  ea  erunt  feparatae  ; littera  enim  P erit 
fundrio  tantum  ipfius  x et  Q tantum  ipfius  y.  Vnde 
aequationes  feparatae  quafi  primum  genus  aequatio- 
num per  fe  integrabilium  confiituunt. 

Coroll.  3. 

44<?.  Euidens  autem  eft , fieri  poffe , vt  fit 
» etiamfi  neuter  horum  valorum  fit  ni- 
hilo 
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hilo  aequalis.  Dantur  ergo  aequationes  per  fe  inte- 
frabiles , licet  variabiles  in  iis  uon  fiut  feparatae. 

Scholion. 

44*7.  Criterium  hoc , quo  aequationes  per  fe 
integrabiles  aguofcimus , maximi  eit  momenti  in 
hac,  quam  tradere  fufeipimus , metho  !o  integrandi. 
Qaodfi  enim  aequatio  deprehendatur  per  le  integra- 
bilis  , eius  integraie  per  praecepta  iam  expofita  in- 
veniri poteft ; fin  autem  aequatio  non  fuerit  per  fe 
integrabilis,  femper  dabitur  quantitas,  per  quam  fi 
ea  multiplicetur  , fiat  per  fe  integrabilis ; vnde  to- 
tum negotium  eo  reuocabitur , vt  propofita  aequa- 
tione quacunque  per  fe  non  integrabili  inueniatur 
multiplicator  idoneus  , qui  eam  reddat  per  fe  inte- 
grabilem ; qui  fi  femper  inueniri  poflet  , nihil  am- 
plius in  hac  methodo  integrandi  efTet  defiderandum. 
Verum  haec  inuefligatio  rarifiime  (uccedit , ac  vix 
adhuc  latius  patet , quam  ad  eas  aequationes  , quas 
ope  feparationis  varab  hum  iam  tradtare  docuimus  j 
jnterim  tamen  non  dubito  hanc  methodum  praece- 
denti longe  praeferre,  cum  ad  naturam  aequationum 
mugis  videatur  accommodata,  atque  etiam  ad  aequa- 
tiones differentiales  altiorum  graduum  pateat , ia 
quibus  feparatio  variabilium  nullius  efl  vfus. 
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Problema  59. 

* * 1 * ••<■•••••'  -v t 1.  -i. 

44 S.  Aequationis  differentiatis  , quam  per  f« 
integrabilein  cflfe  condat  , integralc  iuuemre. 

Solutio.  vv 

• • . * . . 1 .*i  * 1 * 

Sit  aequatio  differentialis  Vdx +Q_dy-oy  ia  qua 
cum  fit  (j|)  = (■[§’)  , erit  Fdx-hQdy  difFerentiale 
cuiuspiam  functionis  biuarum  \ariab  liutn  x ct  y , 
quae  fit  Z,  vt  fit  i/Zz;  ?dx-hQdJ.  Cum  ergo 
habeamus  hanc  aequationem  dZxzo,  erit  intcgrale 
quaefitum  ZzrC.  Totum  negotium  ergo  huc  re- 
dit , vt  illa  funCtio  Z eruatur  , quod  cum  fciamus 
elle  dZ  — Vdx-y-Qdy  haud  difficulter  pracllabitur. 
Nam  quia  fumta  tantum  x variabili,  ct  altera  y vt 
conflante  fpeCtata,  eft  dZ~Vdx  , habemus  hic  for- 
mulam differentialcm  fimpliccm  vnicam  variabilem  x 
inuoluentem  , quae  per  praecepta  fuperioris  fcCtionis 
integrata  dabit  Zrr/P</.v--t-Conft  vbi  autem  notan- 
dum eft  , in  hac  conflante  quantitatem  hic  pro  con* 
flanti  habitam  y vtcunque  ineffe  pofle , vnde  eius 
loco  feribatur  Y vt  fit  Z—fVdx-\-Y-,  Deinde 
fimili  modo  x pro  conflante  habeatur,  fpcftata  fola> 
vt  variabili,  et  cum  fit  dZ  — Q_dyt  erit  quoque 
Z.—fQdy -f-Conft.  quae  conflans  autem  quantita- 
tem x inuoluet , ita  vt  fit  functio  ipfius  x,  qua - 
pofua  X erit  Z.—fQdj-\-X.  Quanquam  autem 
neque  hic  funCtio  X neque  ibi  funCtio  Y determi- 

L natur  t 
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Mtnr  , tamen  quia  efle  debet  f?dx+Y~/Qdy-{-Xt 
hinc  vtraque  determinabitur.  Cum  enim  fit 

. . JVdx  ~/Qdy  — : X — Y 

haec  quantitas /V dx—fQdy  femper  in  eiusmodi  bi- - 
aas  partes  diftinguetur , quarum  altera  cft  funftio 
ipfius  x tantum  , et  altera  ipfius  y tantum  , vude 
Talores  X et  Y fponte  cogno.cuntur. 

I 

Coroll.  i. 

4+9-  Cum  fit  Q^— (^5) , duplici  integratione 
n«  opus  quidem  cft.  Inuento  enim  iutegrali  f?dxt 
id  iterum  differentietur , fumta  (ola  y variabili  , 
prodeatque  V dy  vnde  necefic  eft  fiat  \dy\dS.-Qdy> 
ideoque  d Y ~ Qdy  — \dy  — [ Q — V ) dy. 

Coroll.  '2. 

450.  Aequationum  ergo  per  fc  integrabilium 
Vdx+Qdy  — o integratio  ita  perficietur.  Quaera- 
tur integralc  /Pdx  fpe<flata  y conflante,  idque  rurfus 
difFercntictur  fpe elata  fola  y variabili  , vnde  prodeat 
V dy  : tum  Q—  V erit  fundlio  ipfius/  tantum;  vnde 
quaeratur  Y—f(Q—V)dy.  eritque  aequatio  iute- 
gralis  yP^a-f-Y=eConft. 

Coroll.  5. 

451.  Vel  quaeratur  /Q dy  fpcdhta  x conftan- ' 
te,  quod  intgrale  rurfus  difterentietur  fumta- arva- 

• . ' i # , riabili , 
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xiabili , y autem  condar. te  , vnde  prodeat  U dx,  tum 
certe  erit  P— U funft  o ipfius  x tantum , vnde  quae- 
ratur X.rAP-U)i.v,  eritque  aequatio  intcgralis 
quaefita  /Qdy  -4-  X = Cond. 

Coroll.  4. 

452.  Ex  rei  natura  patet , perinde  efle  vfrt 
▼ia  procedatur  , necefle  enim  ed  ad  eandem  aequa- 
tionem integraiem  perueniri , fi  quidem  aequatio 
differentia  lis  propofita  per  le  fuerit  integrabilis.  Tum 
autem  certe  eueniet , vt  priori  cafu  <£-V  fit  fun- 
tfio  folius  y , poderiori  autem  P-U  iundtio  lolius  x. 

Scii  olion. 

453.  Haec  methodus  integrandi  etiam  tentari 

poflet , antequam  exploratum  effit , num  aequatio 
integrabilis  exiftat ; fi  enim  vel  in  modo  Coroll.  2. 
eueniret , vt  Q— V eflet  funftio  ipfius  y tactum  , 
vel  in  modo  Coroll  3.  vt  P — U eflet  funtfio  ip- 
fius x tantum  , hoc  ipfum  indicio  foret , aequat  o- 
nem  efle  per  fe  integrabilem.  Verum  tamen  prae- 
ftat  ante  omnia  ferutari  , an  aequatio  integrabilis  fit 
per  (e  nec  ne;  feu  an  fit  quoniam  hoc 

examen  fola  differentiatione  abfoluitur.  Exempla 
igitur  aliquot  aequationum  per  fe  integrabilium  af- 
feramus , quo  non  folum  methodus  integrandi  , fed 
etiam,  infignes  illae  proprietates , quas  commemora- 
vimus , clarius  intclligantur. 

Excm- 
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Exemplum  1. 

454.  Aequationem  per  fe  integrabilem 

dx(ax+py  + y)+dy(px  + <3>+0=:c> 

integrare. 

Cum  hic  fit  Prra.v+Pj-Hy  ct  Qr + 
erit  (jJ)^.p  et  (jf)zzp  , qua  aequalitate  integra- 
bilitas  per  fe  confirmatur.  Quaeratur  ergo  per  Co- 
ro!l.  2,  (pedata  y vt  conflante,  /'P<j'.vr'a.vjt,4-Py.v-f-yar, 
erit  Mdy  — ^xdy  , et  ( Q- V j dy—dy [$y+$)=zdY, 
idcoqud  Y —[Syy-\-ey,  rude  intcgralc  erit  ia.vjf 
+(Syx+yx-\-i$yy-\-ej—C. 

Modo  autem  Coroll.  3.  fpettata  x conflante,  erit 
jQdy  — p.ry-K^ ry-\-ty,  quae,  fpc&aia  y conflante, 
praebet  Udx  — fiydx,  hineque  ( P-U  ]dx~( ax-f- y )dx 
et  X — iax.v-|-y  x , vnde  /Qdy-]-X  — C intcgrale 
dat  vt  ante.  Hinc  fimul  etiam  intclligitur  cflb 
/?dx— (Qdy  — ictx.vH-y.r—  's$yy  — ty  , quae  io 
duas  fuixflioncs  X — Y fponte  dilpefeitur. 


Exemplum  2. 


455.  Aequationem  per  fe  integrabilem 

■ iy — xiy — y ix  . _ dx  _ , dy,  x > _ 

y jVi-fX-t -jy)  Jeu  V' JCjc— 1— »)  1 y l 1 Vi xx-t-yjf ) — 0 

integrare. 

Cum  hic  fit  P — Q. — y yy/[xx-t-y$ 

pro  charadlcre  i n tegrabi  litatis  per  fe  cognofccndo  ell 

-y  ,^QV  -y  . . 

5 et  (7;)  = ^Ul  bun 

xx+yy)*  ' (ix+z;)' 

S s valores 
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valorcs  vtique  funt  aequales.  Iam  pro  integrali  in- 
veniendo vtamur  regula  Coroll.  a.  et  habebimus 

f¥d\—l{x-\-V(xx-]rjy))  et  \dy~ -+->>) 
feu  fupra  et  infra  per  ~V  [xx-\-yy)-x  multiplicando 
V vc*»  -t-yy  ) — » , * 

v — y y ( xx  +yy  } — y yl{xx-+-yy) 

vnde  Q-V  — o , et  Y—/(Q_- W)dy  — o , 

ficque  intcgralc  quaefitum  /( x +T/(.v x +J7))-Conft. 
Per  regulam  Coroll.  3.  habemus 

/Qdy  — ?y  xf  y V ( x jc  — (—  y yl 

at  pofito  y~ lx  , eft 

fy1[xx-t-yy\ — ~~fl{xxzz-+-x)  — £/(**  + ( X JTSS-f-  1 )) 

ergo 

/Qdy  =r  ly^r^L-^2)=zl(x+V(  xx  + yy)) 
vnde  U</.y~y(  i hinc  (P  — U)(/j=:o. 

Exemplum 

455.  Aequationem  per  fe  integrahilem 
(xx~\-yy—aa)dy-^[aa~\-2xy-^-xx)dxzzo 
integrare. 

Hic  ergo  e(I 

V — aa-±-2xy-+-xx,  et  Q^rxx -\~yy—aa 
vnde  (g)=a*  et  (j§-)=ax 

quae 
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quae  aequalitas  integrabilitatem  per  fc  innuit.  Tum 
vero  cft 

/Pdxzz aax+xxy-\-\x’  et  Vdy  — xxdy 
vnde  (Q -\)dy-[yy-aa)dy  et  Y ~\y -aay. 

Ergo  intcgrale 

aa  x -+-  x xy  -i- J x'  ■+•  \y  — a ay  — Conft. 

Altero  modo  eft 

JQdy  — xxy  -f-  \y—aay  , 

hineque  2 xy  dx  , 

ergo  {P-U)dx=(aa  + xx)dx  ct 
vnde  intcgrale  oritur  vt  ante. 

Scholion. 

4.57.  In  his  exemplis  licuit,  integrale  fVdx 
adtu  exhibere,  indeque  cius  differcntiale  \dy  fumta 
fola  y variabili  aflignare.  Quodfi  autem  hoc  inte- 
grale fPdx  euolui  nequeat , haud  liquet  quomodo 
inde  differentiale  V dy  elici  pofiit , quandoquidem 
formula  fPdx  in  fe  fpe&ata  conftantem  quamcun- 
que  , quae  etiam  y in  fe  implicet , compleditur. 
Tum  igitur  quomodo  procedendum  fit,  vidiamus. 
Ponamus  Z,-f?dx  + Y,  et  cum  quaeratur  ~)~Vt 
ob  /P</.v“Z-Y  erit  \ = (‘£)-ry.  Atcrt.if)=P, 

«50  (£&)=(3j)=(S),  <*  <j|)=v+0-  Hinc 

erit  V —fdx[a}) , quare  quantitas  V inuenitur  per 

S s 2 inte- 
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integratonem  hu  ns  formulae  fdx[^y\  in  qua  j Tt  con- 
flans I pedatur,  poft  quam  in  valore  ( } inucniendo  fo!a 

y variabilis  edet  aflumta.  Verum  cum  hic  denuo  con- 
flans cum  y implicetur,  hinc  illa  functio  Y quam  quae- 
rimus non  determinatur.  Ratio  huius  incommodi  mani- 
feflo  in  ambiguitate  intcgralium  f?dxct  fdx{^y)  tft 
fita,  'u  n vtraque  fundiones  arbitrarias  ipfius  recipit. 
Remedium  ergo  afferetur,  fi  vtrumque  intcgrale  certa 
quadam  conditione  determinetur.  Ita  quando  inte- 
grale  f¥dx  ita  accipi  ponimus  T vt  euanefear  pofito 
x~fy  vbi  quidem  conflantem  f pro  lubitu  accipere 
licet,  tum  eadem  lege  alterum  fntegrale  /dx(^~) 
capiatur.  Quo  fado  erit  Q—  ldx\~)  fundio  ipfius  y 
tantum  et  aequationis  Vdx-hQdj  —o  intcgrale 
erit  f? dx -h-fd y[Q_-fdxi  dummodo 

ambo  integralia  fVdxcx.  fdx(^)  , in  quibus  y vt 
conflans  tradatur,  ita  determinentur,  vt  euanefeant, 
durn  in  vtraque  ipfi  .v  idem  valor  / tribuitur.  Quare 
hinc  i fiam  colligimus  regulam 

Regula  pro  integratione  aequationis 
per  fe  integrabilis 

Tdx-hQdy—arm  qua  (^)n(j%). 

458.  Quaerantur  integralia  f?dx  et  fdx{j})  t 
fpcdaitdo  y vt  conflantem  ita,,  vt  ambo  euanefeant, 
dum  ipfi  x certus  quidam  valor,  puta  x tribui- 
tur. Tum  erit  Qr/dx^l)  fuudio  ipfius  y tan- 
tum 


Digitized  by  Google 


C A P V T II. 


325 


<nm  , qnae  fit  rY  et  intcgrale  quaefitum  erit 
J Vdx-t-f  Y Conft.  Vel  quod  eodem  redit  t 
quaerantur  intcgralia  fQdjr  ct  fdj{^~)  fpedando  x 
xt  conliantcm  , ita  vt  ambo  euanefeant , dum  ipfi_y 
certus  quidem  valor,  puta  y — g,  tr  buitur  : tum 
? — /dj( /£)  erit  ftni&io  ipfius  x tantum,  qua  po- 
lita =X  erit  intcgrale  quaefitum  /Qfj+fXdx- Conft. 

Demonftratia, 

Veritatem  tuitis  regulae  ex  praecedentibus 
perfp:cere  licet , fi  cui  forte  precario  aflTumfifle  vi- 
deamur , ambas  formulas  /Fdx  et  /dx(^~)  eadem 
lege  determinari  debere  , vt  dum  ipfi  x certus  qui- 
dam valor  puta  x—f  tribuitur,  ambae  euanefeant. 
Sed  ne  forte  quis  putet  , alteram  integrationem  pari 
iure  fecundum  aliam  legem  determinari  pofle  , hanc 
demonfirattonem  addo.  Prima  quidem  integratio  ab 
arbitr  o nofiro  pendet , quam  ergo  ita  determinari 
aflumamus,  vt  intcgrale /Fax  euanefeat  pofito  .rr/", 
qua  fj<So  dico  alterum  integralc  Jdx^y)  neccflario 
per  eandem  conditionem  determinari  oportere.  Sit 
enim  IFdxzz.  2,  critque  2 eiusmodi  fundtio  ipfa- 
rum  x et  /,  quae  euanefeir  pofito  x~ft  halxb  t 
ergo  fa&orcm  f—x,  vel  eius  quampiam  potefiatem 
pofitiuam  ( f—  x f-  ita  vt  fit  2~ (/—  jtyxT,  Nunc 
quia  fdx(^)  exprimit  valorem  ipfius  crit 

Jdx  (~  )rr(  f—  xf-,  , ex  quo  manifefium  efl  hoc 
intcgrale  etiam  euanclure  pofito  x— f , ita  vt 

S i 3 huius 
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huius  integralis  determinatio  non  amplius  arbitrio  no- 
flro  relinquatur.  Hoc  pofito  erit  vtique  aequationis 
per  fe  integrabilis  Pdx-\-Qdy~  o intcgrale  /P dx 
-t-fYdy—  Conft.  exiflente  Y=Q —Jdx(^);  nam 
pofito  fPdxxzZ,  quatenus  fcilicct  in  hac  integra- 
tione y pro  conflaute  habetur , vt  habeatur  haec 
aequatio  Z -+-/Ydy  — Conft.  quam  effe  integrale 
quaefitum  vel  ex  ipfa  differentiatione  patebit.  Cum 
enim  fit  dZr:Pdxydy^)  — Pdx-{-dyJdx{j^)  , erit 
aequationis  inuentae  difFcrentiale : 

P dx+dyf dx  ( jJ)  -+-  Y dy  zz  o 

fed  Y^Q,— fdx{jry) , vnde  prodit  P (tx-\-Qdy~o 
quae  eft  ipfa  aequatio  differentialis  propofita.  Quod 
autem  fit  Q_—fdx{  S?)  fu n Aio  ipfiusj'  tantum,  inde 
fequitur  , quoniam  aequatio  differentialis  per  fe  ell 
integrabilis. 

Theorema. 

459.  Pro  omni  aequatione,  quae  per  fe  non 
efl  integrabilis  femper  datur  quantitas  , per  quam  e* 
multiplicata  redditur  integrabilis. 

Demonftratio. 

Sit  Pdx+Qdy—  o aequatio  differentialis,  et 
concipiamus  eius  integrale  completum  , quod  erit 
aequatio  quaedam  inter  x et  y , in  quam  conflans 
quantitas  arbitraria  ingrediatur.  Ex  hac  aequatione 
eruatur  haec  ipfa  conflans  arbitraria , vt  prodeat 

huius- 
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hulusmodl  aequatio  Coufl.  zr  funttioni  cuidam  ipfa - 
rum  x et  y,quac  differentiata  praebeat  o~Mdx+Kdy  - 
quae  aequatio  iam  a conflante  illa  arbitraria  per  in- 
tegrationem ingrcflii  efl  libera , idcoque  neceffe  efl 
vt  haec  aequatio  differentialis  conueniat  cum  propo- 
fita  , alioquin  integrale  fuppofitum  non  effct  verum. 
Oportet  ergo , vt  relatio  inter  dx  et  dy  vtrinque 
prodeat  eadem,  vnde  erit  * idcoque  MzzLP 

et  NuLQ.  Sed  quia  M.dx+Ndy  efl  verum  diffe- 
rentialc  ex  differentiatioue  cuiuspiam  fun<flionis  ipfa- 
rum  x et  y ortum  , efl  — (j").  Quare  pro  ae- 
quatione P</a'-t-Q</y:=o  dabitur  certo  quidam  multi- 
plicator L,  vt  fit  (^rr-)— , feu  vt  aequatio 
per  L multiplicata  fiat  per  fe  integrabilis. 

Coro  11.  1. 

4 So.  Pro  omni  ergo  aequatione  Vdx+Qdy~<* 
datur  eiusmodi  funtfio  L,  vt  fit  {^7^  )=(  » 

idcoque  euoluendo: 

MH)+p(3s)=L(S)+<i(3i)  fe» 
L(ig)-(jf))=Q(i1)-P{H)  . 

quae  fumflio  L fi  fuerit  inuenta  , aequatio  difteren- 
tialis  L P</a-f- L Qdy  — o per  fe  erit  integrabilis. 


Coroll.  a. 
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Coroll.  2. 


4(?r.  In  aequatione  propofita  loco  Q tuto  vni- 
tatem  fcribere  licer  , quia  omnis  aequatio  hac  forma 
¥ dx-\-dy  — o repraefentari  poteft.  Hinc  inuentio 
multiplicatoris  L , qui  eam  reddat  per  fe  integrabi- 
Iein  , pendet  a refolutione  huius  aequationis : 

L(g)=(g)-P(JJ) 

\bi  notandum  cfl  eflc 

dL=dx&)+dj&?\ 

Scholion, 

v ■ / 

462.  Qiion:am  hic  quaeritur  funAio  binarum 
variabilium  x et  y , quarum  relatio  mutua  minime 
fpe&atur  , quam  inuoluit  aequatio  P d x -1- Q_dj  — o , 
haec  inueftigatio  in'  noflrum  librum  fecundum  in- 
currit , vbi  huiusmodi  funftio  ex  data  quadam  difi- 
fcrentialinm  relatione  indagare  debet.  In  hac  enim 
iriueftigationc  non  attendimus  ad  aequationem  pro- 
pofita in  , qua  formula  P</.v-f-  Qdy  nihilo  aequalis 
reddi  debet,  fcd  abfblute  quaeritur  multiplicator  L, 
per  quam  formula  Pdx-{-Qdy  multiplicata  abeat  in 
verum  differentiate  cuiuspiam  fun&ionis  finitae,  quae 
fit  Z , ita  vt  habtfatur  dZ  — 'LPdx-\-LQdy.  Quo 
multiplicatore  L inuento  tum  demum  aequalitas 
¥dx~\~Qdy=zo  fpcftatur  , indeque  concluditur  fun- 
ftionem  Z quantitati  conflanti  aequari  oportere.  Cum 
igitur  minime  expeCtari  queat  , vt  methodum  tra- 
damus 
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damus  Iniiusmodi  multiplicatores  pro  quauis  aequa- 
tione difflrentiali  propofita  inueniendi  , eos  cafus 
percurramus,  quibus  talis  multiplicator  conflat,  vnde- 
c unque  fit  repertus.  Interim  tamen  ad  pleniorem 
Vfu.n  huius  methodi  notafTe  iuuabit  , ftatim  atque 
vnum  multiplicatorem  pro  quapiam  — **une  dit- 
fcrentiali  cognouerjnm®  ~ r‘lc*Ie  innumerabiles 

— fJOllc  » Pariter  aequationem  propofi- 

tam  per  fe  intcgrabiltm  reddant. 

Problema  60. 

4^3  Dato  vno  multiplicatore  L qui  aequa- 
tionem Pdx+Qdy  — o per  ic  integrabilem  reddat, 
inueir.re  innumerabiles  ajios  multiplicatores  qui 
idem  officium  praeflcnt.  ^ 

Solutio. 

Cum  ergo  L ( P dx -f  - Qrf y ) fit  diffcrcntiale  ve- 
rum cuiuspiam  functionis  2,  quaeratur  per  fuperiora 
praecepta  haec  fundtio  2,  ita  vt  fit  L R/va  QdyJzdZ’ 
et  nunc  manifcftum  cft  hanc  formulam  dZ  integra- 
tionem etiam  effle  admifluram  , fi  per  funftioncm 
quamcunque  ipfius  2,  quam  ita  Cp:2  indicemus 
multiplicetur.  Cum  igitur  etiam  intcgrabilis  fit 
haec  formula  (?<fx  + Q</y)LQ:Z,  erit  quoque  L$:Z 
multiplicator  aequationis  propofitae  P^yh-Q^—  o, 
qui  eam  reddat  integrabilem.  Quare  inuento  vno 

T t multi- 
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multiplicatore  L , quaeratur  per  integrnt:onem 
JZ—fL{Vdx-\-{ldy)  , ac  tum  expreflio  L<J):Z 
vbi  pro  <£:Z  fundtio  quaecunque  ipfius  Z aflumi 
poteft,  dab  t infinitos  alios  multiplicatores  idem  offi- 
cium praellautes. 

^holiori. 

464.  Tamctfi  fufficiat  pro  quauis  aequa — 
differentiati  vnicum  multiplicatorem  cognouiflc  , ta- 
men occurrunt  cafus,  quibus  perquam  vtile  tft  plu- 
res  imo  infinitos  «multiplicatores  in  promtu  habere. 
Veluti  fi  aequatio  propofita  in  duas  partes  commode 
difeerpatur,  huiusmodi  (P^A.'  + Q^)')+f  R</.v  + S</>)ro 
atque  omnes  multiplicatores  confient  , quibus  \tra- 
que  pars  lcorfim  Pdx-j-Q//}1  et  RrZa-t-S^y  redda- 
tur integrabilis , inde  interdum  communis  multi- 
plicator vtramque  integrabilem  reddens  concludi  poteft. 
Sit  enim  L(J}:Z  expreflio  generalis  pro  omnibus 
multiplicatoribus  formulae  Pdx+Qdj  et  M(p:V 
expreflio  generalis  pro  omnibus  multiplicatoribus 
formulae  R </ a*  — p—  S , et  quoniam.  0:Z  et  <p:V 
fun&iones  quascunquc  quantitatum  Z et  V denotant, 
fi  eas  ira  capere  liceat,  vt  fiat  L$:Z  ~ M Cj):V 
habebitur  multiplicator  idoneus  pro  aequatione 
P*/.v-l-Qyj,-+-Rc/.v-4-  Sdy~  o.  Intellig:tur  autem 
hoc  iis  tantum  cafibus  praeftari  pofle  , quibus  mul- 
tiplicator pro  tota  aequatione  , etiam  fingulas  eius 
partes  fcorfim  fumtas  integrabiles  reddat  Quare  ca- 
dendum cft  , nc  huic  methodo  nimium  tribuatur  , 

«t 


Digitized  by  Google 


C A P V T II. 


.131 


et  quando  ca  non  fuccedit , aequatio  pro  irrcfolubili 
habeatur  , cuenire  enim  Ytiquc  potcft,  vt  tota  aequa- 
tio habeat  multiplicatorem  , qui  lingulis  eius  par- 
tibus non  conueniat.  Ita  propofita  aequatione 
Vdx-^-Qdy  — o , multiplicator  partem  P</ar  feorfim 
integrabilcm  reddens  manifefto  eft  £ , denotante  X 
fundionem  quamcunque  ipfius  x , et  multiplicator 
partem  alteram  Qdy  integrabilem  reddens  eft 
etiamfi  autem  neutiquam  fieri  polfit , vt  fit  f~ 
feu  , nili  cafibus  per  fe  obuiis  , tamen  tota 

formula  P dx-+-Qdy  certo  femper  habet  multiplica- 
torem , quo  ea  integrabilis  reddatur. 

Exemplum  i. 

4<T5.  Inuenire  omnes  multiplicatores  , quibus 
formula  aydx-f-j3xdy  integrabilis  redditur, 

Primus  multiplicator  fponte  le  offert  ~ , qui 
praebet*.  -^4-^  > cuius  integrale  eft  *lx+$ly-lxMjP. 
Huius  ergo  fundio  quaecunque  in  ^ duda 

dabit  multiplicatorem  idoneum  , cuius  itaque  forma 
generalis  eft  ^<P:A“y0.  Fundio  enim  quantitatis 
etiam  eft  fundio  logarithmi  eiusdem  quantitatis. 
Nam  fi  P fuerit  fundio  ipfius  p , et  II  fundio 
ipfius  P , etiam  II  eft  fundio  ipfius  p et  -vitillim. 


T t t 


Coroll.  x. 
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Corollarium. 

4 66.  Si  pro  fu  fumatur  potertis  quae- 

cunque .vl,ayi'J , formu  a aydx  + (ixdy  intcgrabilis 
redditur  , fi  mult  plicctur  per  Ana~'>r,3— quo  qui- 
dem calu  iutcgrale  (ponte  patet  , eft  enim 

Exemplum  2. 

467.  Jnuenire  omnes  mu'tip!katores , qui  hatie 
formulam  X y d x -H  d y intcgrabilem  reddant. 

m 

Primus  multiplicator  ly  fpoite  fc  offert  , -vnde 
cum  fit  f(Xdx-t-dy)~/Xdx-\-ly  feu  le!Xizyt 
omnes  functiones  huius  quantitatis  , fcu  huius  efxdzy 
per  y diuifac  dabunt  multiplicatores  idoneos.  Vnde 
expreflio  generalis  pro  omnibus  multiplicatoribus 
erit  ~y(P:efxd'*j. 

.Corollarium. 

468.  Pro  formula  ergo  Xjdx  -4-  dy  multi- 
plicator quoque  cft  elxdx  qui  c(t  funCtio  ipfius  x 
tantum  ; quo  ergo  cum  etiam  formula  Sdx  deno- 
tante 3c  functionem  quamcunque  ipfius  x , integra- 
bilis  reddatur,  ille  multiplicator  etiam  huic  for- 
mulae dy-t-Xydx-h£dx  conueniet. 

Problema  6 1. 

/ 

469-  Propofita  aequatione  //?4-X  ydx~l£dx  , 
in  qua  X et  et'  fint  functiones  quaccunque  ipfius  xt 

inuc- 
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innenire  multiplicatorem  idoicum  , camque  inte- 
grare. 

Sohit  io. 

Cum  alterum  membrum  3cdx  per  fundlionem 
quamcunque  ipGus  * multiplicatum  fiat  integrabile, 
dilpiciatur  num  etiam  prius  membrum  dy-\-Xyttx 
per  hu  ustrodi  multiplicatorem  integrabile  reddi 
polii  c.  Quod  cum  praellct  multiplicator  elxdxt  hoc 
adhibito  habebitur  aequatio  integralis  quaefita: 
cjXdxy—fefxdx£dx  , fiue 
y — e~lXJx/eIXdx£dx 
xti  iam  lupra  ioucnimus. 

Coro  11.  i. 


470.  Patet  etiam  fi  loro  y adfit  fun&io  qnaeeunqua 
ipfius  y,  vt  habeatur  haec  aequatio  dY+YXdx-3cdx, 
cam  per  multiplicatorem  e(Xdx  r.ddi  iutcgrabilem  , 
et  intcgrale  fore  : 

eJxixY  —fe!xix3cdx. 


C O r O 1 1.  2. 


471.  Quare  etiam  haec  aequatio  dy+yXdx-zy^dx 

. dy  Xdx  _ J 

quia  per  yn  diuifa  abit  in  — H p-dEfl-V,  ybi 


1 (n-i)dy  dy 

pofito^—  :Y  , ob y -d Y feu^=r- 

prodit  YX^Jt~3W.v fcu  dY-[n-i)YXdx~-(n-i 

Tt  3 


_dY 

n-i 

)£dr, 

qui 
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qui  per  multiplicatorem  e~ ' ^Xdx  fit  integribilis : 
ci usque  integrale  erit 

*-<■-* )Ixdx Y =-(»- \)fe-{n’1  )'xix£dx  fiuc 
y^rt  ——[n- 1 )Sxdxfe~{n—'Uxi*3EdM. 

Scholion. 

472.  Cum  pro  membro  dy- \-yXdx  multi-  / 

plicator  generalis  fit  ffl:eJxdxy  , fumta  loco  fundtio- 

nis  potcllatc  , multiplicator  idoneus  erit  em*xixym~'i 
integrale  praebens  ^ Efficiendum  ergo  eft, 
vt  etiam  idem  multiplicator  alterum  membrum yn3cdx 
reddat  integrabile;  quod  euenit  fumendo  m—  izr  — n 
ftu  7/;“i— «,  ex  quo  huius  membri  integrale  fit 
fcmrxdx3idx,  ita  tt  aequatio  integralis  quaefita  ob- 
tineatur : 

_L_ e(  > —n)JXdXyi—u — j-ei,t  — n)IXdxT£(jx 

quae  cum  modo  inuenta  prorfus  congruit. 

Problema  62. 

473.  Fropofita  aequatione  differentiali : 

ay  dx  4-  (3  x dy  ~ xmyn  ( y y dx  $ x dy  ) 

inuenirc  multiplicatorem  idoneum  , qui  eam  inte- 
grabilem  reddat , ipfumque  integrale  alfignare. 


Solutio. 
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Solutio. 


Confiderctnr  vtrumque  membrum  feorfim  ; ac 
pro  priori  vidimus  aydx-\-  fixdy  omnes  multipli- 
catores idoneos  contineri  in  hac  forma 

Pro  altera  parte  xmyn(yydx-^$xdy)  primus  mul- 
tiplicator eft  quo  prodit  ca- 

'~y'*  Pr(,('  .forma ._eer.eralis  pro 

eius  multiplicatoribus  eft:  - (p:  xyy.  Quo 

* y 

nunc  hi  duo  multiplicatores  pares  reddantur  , loco 
funftionum  fumantur  poteftatcs  , fiatque : 


XH*  — i — £*V— *»—  — • 


▼nde  flatui  oportet  et  «; 

hineque  colligitur  i 


y 7i  — S m 

H-  — aS  — (3v 


et  V— 


an  — ,3  m 


a 5^3  y 


Quocirca  multiplicator  erit 

xli*  — ij,  (t?  — • — - — m—  y J — n — m 

vnde  aequatio  noflra  induit  hanc  formam  : 

'y^~ ' (oydx+pxdy)  ~ xY*~'y'*~'(yydx-\-$xdy) 


vbi  vtrumque  membrum  per  fe  eft  integrabile, 
ideoque  intcgrale  quaefitum  : 

£x*ay^  — \x'yy*+ Couft. 

quod 
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quod  conuenit  cum  co  , quod  capite  praecedente  eft 
inueutum. 

Coroll.  i. 

474..  Pofito  ergo  breuitatis  gratia 

y n — Jfn  . cl  n — P m 

, p.  — as~l^iy  ct  y — ai  — |?> 

aequationis  difflrcntialis : 

a.vJr^xdy—XmJn[yydX-\-Sxdv\ 

. - pivt  *■•»*»  v»i 

• ' O * • 

^ 1 7jv5-f-Con(t. 

Coroll.  2. 

475.  Si  cueniat,  vt  fit  p.rr  o,  fcu  yti— $tn 
intcgrale  ad  logarithmos  reducetur  critque 

JxajP  — .vv  V s -+-  Conft. 

Cn  autem  fit  vzzo  fcu  an~fim  , erit  integrale 
l x*  *y*  p — lx'/ + Conft. 

Scholion. 

475.  Hinc  autem  cafus  excipi  videtur  , quo 
quia  tum  ambo  numeri  jx  ct  v fiunt 
infiniti.  Verum  fi  5 — l3J  aequatio  nofira  hanc  in- 
duit formam  &ydx-\- $xdy—\xnyn  (ctydx+  fixdy) 
fcu  (ayd .r  + f3.v dj)[  1 — -jf.v' '”yn  )~o  , quae  cum  ha- 
beat duos  fadores , duplex  folutio  cx  vtroque  feor- 

fim 
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fim  ad  nihilum  rcdudo  dcriuatur.  Prior  fcilicct 
inficitur  cx  aydx-\-  fixdj  — o cuius  integrale  cft 
* “j^-Conft.  alter  vero  fodor  per  fe  dat  aequationem 
finitam  i — \xmy>— o,  quarum  folutionum  vtra- 
que  aeque  fatisfocit.  Atx]ue  hoc  in  genere  tenen- 
dum eft  de  omnibus  aequationibus  differentialibus , 
quas  in  factores  rclolucre  licet , vbi  perinde  atque 
in  aequationibus  finitis  finguli  fodores  praebent  fo- 
lutioncs.  Plerumque  autem  fodores  finiti  ftatim , 
ante  quam  integratio  fufeipitur , per  diuifionem  tolli 
folent , quandoquidem  non  cx  natura  rei , fed  per 
operationes  inftitutas  demum  acccflifle  cenfentur , ita 
vt  perinde  ac  in  Algebra  faepe  fieri  folet , ad  folu- 
tiones  inutiles  efilnt  perduduri. 

Problema  63. 

47*7.  Propofita  aequatione  diflcrcntiali  homo- 
gcnca  , multiplicatorem  idoneum  innenire  , qui  eam 
integrabilcm  reddat , indeque  eius  intcgrale  eruere.  ' 

Solutio. 

Sit  P</ar-f-Q</j=o  aequatio  propofita,  in 
qua  P et  Q fint  fundiones  homogencac  «dimenfio- 
num  ipfarum  x et  y , ac  quaeramus  multiplicato- 
rem L , qui  fit  etiam  fundio  homogenea , cuius 
dimenfionum  numerus  fit  X.  Cum  iam  formula 
fit  integrabilis  , erit  integrale  fun- 
<dio  X -+-»•+•  1 dimenfionum  ipfarum  x et  y , quae 

V v fundio 
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fundlio  fi  ponatur  Z erit  ex  natura  fundtionum  ho- 
mogencarum 

L P x— i—  LQ^y  — ( A -f- n-\-  x )Z.' 

Quare  fi  A fumatur  ~-n- 1,  quantitas  LPar+LQ/ 
erit  vel  ro  vel  conflans’,  vnde  obtinemus  L = 
qui  ‘ergo  cft  multiplicator  idoneus  pro  noflra  aequa- 
tione. Idem  quoque  ex  feparatione  Tariabilium  col- 
ligitur: pofito  enim  y~ux , fiet  P-anU  et  Qzij."  V, 
exiftcntibus  U et  V fun<flionibus  u ipfius  tantum  , 
et  ob  dyzz  udx~\~xdu 

erit 

feu  P</A-4-Q<y=arn(UH-V«)rfar-i-xn-^,V</». 

At  haec  formula  per  a,+,(U+V«)  diuifa  fit  in- 
tegrabilis  , idcoque  et  formula  noflra  P dx-\-  Qdj 
diuifa  per  at,,-**’(U-1-Vk)-.Pa:+Qj',  reflitutis  va- 
‘ P Q y 

loribus  U — p,  Vr=  — ct  uzz  - , fiet  integrabilis ; 

' multiplicator  idoneus  efl  p^- , ™de  haec 

aequatio  "TiT+ity—  ° ftmper  per  fe  efl  integrabilis. 

Iam  ad  integralc  ipfius  inueniendum  integretur 
fbrmula  fPxzt\y  fpccflando  y vt  conflantem  , ac  de- 
terminetur certa  ratione  Tt  euanefeat  pofito  xzzf. 
Tum  pofito  breuitatis  caufa  fj—y—K  , fumatur 
'valor  Ca5)»e t eadem  lege  quaeratur  integralc  (dx{~) 

fpc  (flando 
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fpedando  iterum  y vt  conflantem.  Tum  erit 
— / d x ( sj)  fundio  ipflus  y tantum  fcu 
f<tx[j$)—Y : atque  hinc  erit  iutegrale 
quaefitum  f p~^y-+-fY  dy=.Con{\. 

C o r o 1 1.  i. 

• 478.  Cum  ergo  formula  fit  per  fi 

integrabilis , fi  breuitatis  gratia  ponamus  P x — R 
et  pT^ov  — S , necefle  eft  fit  At  eft 

(g)=  (Q/f  g>  ■ - P.r(8)  - P <l) * ( P ■*  + Q.  y)'  et 
(H)=(Px(JS)-Q*(Sl)-Pq):(P*+Q1rf.  Quam- 

obrem  habebitur  Q/(^)-Pj'(§)=PA,(^)-Q.a.(ji). 

C o r o 1 1.  2. 

479.  Haec  aequalitas  etiam  cx  natura  fluidio- 
rum homogenearum  concluditur.  Cum  enim  P et  Q. 
fint  fundiones  n dimenfionum  ipfarum  x et  y , ob 
rfP=*(g)+<y(g)  et  rf<£=**(g)+rfr(S5)  erit 
»Pzrx(ji)-f^(g)  et  *Q=*(S)-hj(J>).  ^Ae- 
qualitas  autem  inuenta  eft  Q(  x('h  ) +7  ( 55  ) ) 
— P(.r( > quae  hinc  abit  in  idcnticam 

«PQ=«p4 

Cor  oli.  2- 

480  Si  aequatio  homogenea  P^ar^O//?— o 
fuerit  per  fe  integrabilis , et  P et  Q.  fint  fundio- 

V y * nes 
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nes  —i  dimenfionis  , erit  P.v+Q/  numerus  con- 
flans. Veluti  cum  huiusmodi  fit  ae- 

quatio, fi  loco  dx  et  dy  Icribantur  x et  y , prouit 

*JL±22 — r 

*x-hyj  — 

Scholion. 

481.  In  calculo  differentiali  oflendimus,  fi  V 
flicrit  fundio  homogenea  n dimenfionum  ipfarum 
X et  y , ponaturque  d V — P d x -4-Q</r  , fore 
P x >4-  Qj—nV.  (filare  fi  Ydx  Qdj  fuerit  for- 
mula integrabilis , et  P et  Q fundiones  homogeneae 
n—  1 dimenfionum,  intcgrale  ftatim  habetur,  trit 
enim  Vrr*(P.v4-Qi ) , neque  ad  hoc  ylla  integra- 
tione eft  opus.  Interi m tamen  videmus  hinc  excipi 
oportere  cafum  quo  :>,vti  fit  in  nollra  aequatione 
per  multiplicatorem  intcgrabili  reddita  - o , 

vbi  dx  et  dy  multiplicantur  per  fundiones  — 1 di- 
menfionis , neque  enim  hic  intcgrale  fine  integra- 
tione obtineri  poteft.  Ratio  autem  huius  exceptio- 
nis in  hoc  eft  fita  , quod  formulae  integrabilis 
Tdx-\~Qdy  , in  qua  P ct  Q funt  fur.dioncs  homo- 
gencae  n—  1 dimenfionum  , intcgrale  tum  tantum 
fit  fundio  homogenea  n dimenfionum  quando  n non 
eft  — o , hoc  enim  folo  ca!u  fieri  poteft  , vt  inte- 
grale  non  fit  fundio  nullius  dimenfionis,  quemad- 
modum fit  in  hac  formula  differentiali 
quippe  cuius  intcgrale  eft  \l{xx+yy).  Quocirca, 
quod  formula  fit  integrabilis , hoc  pecu- 

liari modo  dcmouftrauimus , ex  ratione  feparabili ta- 
tis 
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tis  dedu&o.  Interim  tamen  fine  vllo  refpc&u,  vnde 
hoc  cognoucrimus  , id  in  praefenti  negotio  maxime 
eft  notam  dignum  , omnes  aequationes  homogeneas 
P</.v+Q//yrzo  per  multiplicatorem  ^ per  fc 
reddi  intcgrabiles.  Methodus  igitur  dclidcratur  , 
cuius  beneficio  hunc  multiplicatorem  a priori  inue- 
nire  liceret ; qua  methodo  fane  maxima  incrementa 
in  Analyfin  importarentur.  Quamdiu  autem  eous- 
que  pertingere  non  licet,  plurimum  intererit  huius- 
modi  multiplicatores  pro  pluribus  cafibus  probe  no- 
taffe  ; quod  cum  iam  in  duobus  aequationum  gene- 
ribus praefiiterimus  , pro  reliquis  aequationibus,  qua* 
fupra  integrare  docuimus,  multiplicatores  inueftige- 
mus  ; ipfa  autem  redudlio  ad  teparationem  nobis  hol 
multiplicatores  patefaciet , vti  in  fcquentc  proble- 
mate docebimus. 

Problema  64. 

482.  Propofita  aequatione  diffcrcntiali  , quam 
ad  teparationem  variabilium  reducere  liceat  , inuenire 
multiplicatorem , per  quem  ea  per  fe  integrabilis 
reddatur. 

Solutio. 

Sit  P<f.v-4-Q<(y— o , quae  certa  quadam  fub- 
ilitutione  , dum  loco  x et  y aliae  binae  variabiles 
t ct  u introducuntur , ad  teparationem  accommode- 
tur , ponamus  ergo  fada  hac  fubftitutione  fieri 
Vdx-hQdy—  Rdi-+-Sdu , nunc  autem  hanc  for- 

V v 3 mulam 
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mulam  fi  per  V diuidatur  , fcparari , 

ira  vt  in  hac  formula  * d quantitas  9 fit  fun- 
dio  folius  t , et  9 fundio  folius  a.  Cum  igitur 
formula  s-^  per  fe  fit  integrabilis , etiam  in- 

tcgrabilis  erit  haec  p d xf~ a quippe  illi  aequalis  , 

fiquidem  in  V variabiles  x et  y rdlituantur.  Hinc 
ergo  ex  redudione  ad  leparabilitatem  aequationis 
p dx-\-Qdyzzo  difeimus  multiplicatorem  , quo  ea 
integrabilis  reddatur  efle  'v  , ficque  quas  aequationes 
ad  feparationem  variabilium  perducere  licet,  pro  iis- 
dem multiplicatorem  , qui  illas  integrabiles  reddat , 
aflignare  poffumus. 

C o r o 1 1.  1. 

483.  Methodus  ergo  per  multiplicatores  inte- 
grandi aequationes  differentialcs  aeque  late  patet  ac  prior 
methodus  , ope, feparationis  variabilium  j proptcrca 
quod  ipfa  feparatio  pro  quauis  aequatione  , vbi  fuc- 
cedit , multiplicatorem  luppeditat. 

C o r o 1 1.  2. 

484.  Contra  autem  methodus  per  multiplica- 
tores integrandi  latius  patet  altera  , li  pro  eiusmodi 
aequationibus  multiplicatores  aflignare  liceat , quas 
quomodo  ad  feparationem  perduci  debeant  , non 
conflet. 

Scholion. 
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Scholion. 

48$.  Etfi  aut  m ex.  redu&ione  ad  fcpara- 
tionem  idoneum  multiplicatorem  elicere  licet  , ta- 
men nondum  intelligitur  , quomodo  cognito  multi- 
plicatore ieparatio  variabilium  inftitui  debeat,  quare 
etiam  ob  hanc  rationem  methodus  per  multiplica- 
tores integrandi  alteri  longe  praeferenda  videtur. 
Quarnuis  enim  hafteuus  ipfa  feparatio  nos  ad  inuen- 
tionem  multiplicatorum  perduxerit  , nullum  tamen 
eft  dubium  quin  detur  via  multiplicatores  inue- 
n.enji , nullo  refpc&u  ad  fcparationem  habito,  licet 
haec  via  etiamnum  nobis  fit  incognita.  Ea  autem 
piullatim  planior  reddetur , fi  pro  quamplurimis 
aequationibus  multiplicatores  idoneos  cognouerimus  , 
ex  quo  quos  adhuc  ex  feparatione  eruere  licet  , in- 
dagemus in  lubiun&is  exemplis. 

Exemplum  1. 


485.  Propojita  aequatione  differentiati  primi  or- 
dinis dx(aa;4-P;'-l-y )-{-dj($x-\-ey  + %)—  o , pro 
ea  multiplicatorem  idoneum  ajjignare. 

Haec  aequatio  ad  leparationem  praeparatur  po- 
nendo primo  : 

*x+fy+Y  = r et  &x+ty-\r%=* 


ideoque 

adx-hfidyz=.dr  et  £ dx+tdy ~ds  , 


Ynde  oritur 
dx  — 


td  r_ 
* < • 


(3  Jt 

w 


et  dyzz. 


ad 

. ai  — 


Sdr 

f»r 


hinc- 


Digitized  by  Google 


34+ 


C A P V T II. 

hi  neque  aequatio  noftro  omiffo  denominatore  vtpote 
conflante  erit 

erdr — (3  rds-^r&sds — osdrz^o 

quae  cum  flt  homogenca  per  trr-[^+S)rs  + ass 
diuifa  , fit  integrabilis.  Quod  idem  ex  feparatioue 
colligitur  pofito  enim  r~su  prodit 

ttsudu+esuuds-psuds+asdr-Sssdu-Ssuds-o 

fcu  ssdu(tu-$)-t-sds(euu-pu-S*-\-«-)-° 

quae  diuifa  per  ss(euu-pu—$u-\-(t)  feparatnr. 
Quare  multiplicator  noftrac  aequationis  propontac  eft 

«(inu-tJu-iu+Tj  — e r r — prt— S7i-+-<xu  — rtw-Po-i-Hai-ir) 
qui  reftitututis  valoribus  fit 

+ + { 5 * H-  f J-  -f  OU 

atque  euolutione  fadta : 

+ (a  Vs-(P-J;af-7iS  )*H-{  ««f-H(P-ff) 

Quare  per  fe  integrabilis  erit  haec  aequatio 

d*  (a  *-+-(*>  -+■  K)+i.v!il+  

(ai-pi  ;(a*3c-H[  A*-+-B>-+-C 

exiftente 

A rr  a y e — ( (3 — $ ) a £ — y $ £ 

A=ra£<^+((3— S)  ye-Pf3<? 

C = atf-(p-$)yZ+yye. 

Corolla- 
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487.  Etiamfi  forte  fiat  ae-(3Jro,  hic  multipli- 
cator non  turbatur,  cum  tamen  feparatio  non  (ucccdat 
hac  quidem  operatione.  Sit  enim  a — ma,fi~mbt 

& — e—nb,  \t  habeatur  haec  aequatio 

» 

dx(m(ax+bj)+y)+dj(n(ax+bj)+^—o 

cb  A — a[na—nib)[m^—ny)^ 

B~b(na— mb)(m%— ny ) et 
C=z(in%—ny)(a%—by) 

•miflo  faftore  communi  multiplicator  cft 

' 1 

( na  — m b ) ( a X -+.  4)  ) 4-  a i ~ Ty 

ita  Tt  haec  aequatio  per  fe  fit  integrabilis : 

( a x -4-  b y ) f m d x -h  - dy  ) -f - y d x •+-  f dy 

( ia— i/nTj  ( a jc  6 ^ £7  — O. 


Exemplum  2. 

488.  Propofita  aequatione  differentiati 

ydx(c-bnx)— d y (y-M-t-bx+-nxx)~o 

multiplicatorem  idoneum  i nue  ni  re  K 

Fiat  fubrtitutio  j-igSSsr*, 

Vt  contrahatur  aequatio  noltra  in  hanc  formam 

ydx{c-+-tix)  — 3d>fc^JL£l_.  Q 


X x 


fca 
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fcu  &*F*{uix-4,)=o  Td  -■?-)=• 

probe  enim  cauendum  cft,  nc  hic  vllus  factor  omit- 
tatur. At  fa&a  fubftitutioie  repcritur  7'  — “-^ 5 


d*f ’>•*-•»*)  . d u — ni  x 


dx’ 


iui  - , 

ir  — u)  du  fi- 


li 

iu  I 


! + uJ  — «{■:  ■+•  ■ x-it 


- Vade  aequatio  noftra 

induet  hanc  tormam 

yy(  g-f»  n x )^/  du  d x(  n 1 4*  : e — fr  r -4»  ' b — * * * u -4-  * * ) \ __  ^ 

»(c-t-nx  — u ) V u ( « -H  o x + n x x ) ( *:  -fr-  * * ) > ■""* 

quae  ergo  feparabitur  dudta  in  hunc  multi pl.catoren» 

«(t+nx  — u) 


yy  (c-f-njc)*(na-+-..c  — bc-t-iu — ic)«+«u) 

tum  enim  prodit 


d u 


d x 


«(jn  + cc-4c+i»-ic)ii+-iiu)  "*  — ®» 

Quo  igtur  multipl  catorem  quaefitum  confequamur  f 
ibi  loco  u tantum  opus  cft  fuum  valorem  reftituer* 
tum  autem  repcritur  multiplicator 

. a-t-hx-+mnxx ^ 

»(a-f-bx-f-*xx^r*  -+-a-f-3x-f  nxx)t  itu-6c+> 

qui  reducitur  ad  hanc  formam 

r ‘ "* 

i aau  -bc)yy^-n^b  - 1 clxyy + {.na -h  tc-Aiiw 

Exemplum  3. 

• 4S9.  Propofita  aequatione  different  i ali 

ndx(L-+.yy)V(,-+.yy)  _ ..  

t i /[i-*.**)  -f~(*  yi^y — ® 

iuuenirc  multiplicatorem  qui  eam  imegrabilem  reddat. 

Forni* 
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Pofuimus  fupra  (435.) 

et 


X— tt 


▼ndc  fit  x— y — u- 


’ * JL) 

xy 


-+-XIX 


(eu  u “ — — — 


, I .... ( I -t-  X3C)(  1-h  U U I 

1 "t -yy  — { 1 .+.  x u)1  » 


hiucquc  noftra  aequatio  hanc  induit  formam 


ndx { 1 4-*a')(  1 + uu  * udx[  1 +xx)[  1 4 uu)-udu{  1 +xx)*_ 

(14-W  **"  (i-j -xu)' 

quae  primo  multiplicata  per  ( 1 — f—  a* r/ )*  tum  diuifa 
per  ( 1 -\~xxY[  1 -\-uu)yu-\-nV ( 1 4-««))  feparatur. 
Quare  aequationis  noftrae  multiplicator  erit 

f 1 -f-  xu  )» 

fi  + ii?|i+«  u)(  «-t-  »y  (1  -j - «u)) 

qui  primo  ob  1 -huu~  1 1 abit  in 

1 -f-  XU 

fi+xx)(  i-+-yy  )(u-f-nyc  i+ub)]- 


Nunc  ob  V ( . +««)=*.' ' 

et  1 + r;  idcoque  nofter  multiplicator 


colligitur : 


rr+7, ) ( *— >-+-«  v ;-■-*-**  1 1 1 -y-yy  n 
it*  vt  per  fe  fit  integrabilis  haec  aequatio 


n ei  x ( 1 H-»  ) V ( i y y x -4-  ( ) dy  V f , +yi) 

( ' -+->.>  ;( * -4-  «*  V 1 1 x )X  1 -f  ^ 

cuius  integratio  .i  non  immoror , cum  iam  fupr* 
integrale  exhibuerim. 


Exemplum  4. 

490.  Aliud  exemplum  memoratu  dignum  fuppeditat 
baet  aequatio  \ 

5 

/ d x - x dj 4- a x'j  dy  ( x*  4 b )9  — o 

XX  i quae 
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quae  fi  hac  forma  rapraefentetur : 

xdy-y  //ar-H*1**-'  dy  — Ix"*”  dy  -ha  x'ydy  ( x'-\-b )" 

euenit , vt  vtrumque  integrabile  cxiftat , fi  ducatur 
in  huuc  multiplicatorem  : 


xn’*~'  ab xny [x"~\-b )■ 

ad  quem  iuuenieadum  ex  feparatione  variabilium,  adhi 


beatur  haec  fubftitutio  non  adeo  obuia 


{x”+by 

bv'y'  , . ydx—xdy 

Vnde  fit  A*n  — 7-s , et  hinc  aequatio - 


i -vy 


•\-axnydj—o , abit  in  hanc' 


ixn+b)' 

yydv-\-vn+y,l't 1 dy  -\-abvny’,+‘ ' dy 


i -vKy 

i — «y 


•-0, 


quae  multiplicata  per  - — “j  feparatur 


dv 


IpT dy—o,  Ynde  idem  ille  multipli- 
catur colligitur. 

Exemplum  5. 

49*.  Pnpofita  aequatione  dijfer  enti  ali : 
dx-hyydx— 

inuenire  multiplicatorem  , quo  ea  integrabilir  reddatur . 


Secun- 
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Secandum  §.  44.0.  ponatur  .v~/  et  ob  dx-^j-ti 
noflra  formula  erit  dy-y-~  4-  attdt  , in  qua 
porro  ftatuatur  jrzt-ttz,  et  prodibit  ~tt(dz+zzdt-adt), 
quae  per  t t[zz—a)  diuifa  feparatur  , ergo  et  no- 
ftra  aequatio  diuifa  per  tt  [zz  — a)  ~f— — * 
= (I-V)’-S5  fict  iutegrabilis,  ex  quo  multiplica- 
tor erit  rr  77771. et  aequatio  per  fc  integra- 

tuus  — xyp—  axx  — °*  opectetur  iam  a'  vt 
conftaus  eritque  ex  natum  iutcgralc: 


2 V a 


r *(  » - x ?)-■»-  V 1 -y. 

J-*-x(  I — J ty  ) "I  ' -*•  1 


pro  quo  vt  valor  ipfius  X obtineatur,  diffcrentietur 
denuo , ac  prodibit 

1 xy  d x — d » , x*yydx  — ii: 

*x(,  4 -*■—*-*{  , — xyf  —Txx 

vnde 

«x=  — Sn” «jf=VS7 =,*,  et  X--^  + C 

quare  aequatio  intcgralis  completa  erit 

Wa-I-Xf.—  xy ) Wa  p • 

* Va — *(• — xj)  — JC 

Scholion. 


492.  En  ergo  plures  cafus  aequationum  dif- 
ferentialium  pro  quibus  multiplicatores  nouimus  , 
ex  quorum  contemplatione  hacc  infigrt  s 'inuelligatio 
non  parum  adiuuari  videtur.  Quanquam  autem  ad- 
huc longe  abfumus  a certa  methodo  pro  quouis  cafu 
multiplicatores  idoneos  inueniendi ; hinc  tamen  fbr- 

X x 3 mas 


\ 
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mas  aequationum  colligere  poterimus  , vt  per  datos 
multiplicatores  integrabiles  reddantur  ; quod  nego- 
tium cum  in  hac  ardua  dodtrina  maximam  \tilita- 
tem  allaturum  "videatur  , in  fcquentc  capite  aequa- 
tiones inuefligabimus  , quibus  dati  multiplicatores 
conueniant?  exempla  fcilieet  hic  euoluta  idoneas  mul- 
tiplicatorum formas  nobis  fuppeditant , quibus  no- 
ftram  inueftigationem  fupcrltrutrc  licebit. 


CAPVT  III. 
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CAPVT  ffl. 

D E 

INVESTIGATIO  ME  AEQVATIO- 

NVM  DI  F FERENTI  ALI  VM  QVAE  PER  MVL- 
TIPLICATORFS  DATAE  FORMAE  INTE- 
GRABILES  REDDANTVR. 

Problema  65. 

493- 

D 'finire  fundtiones  P et  Q.  ipfius  x , Tt  aequati® 
differentialis  ?ydx-+-(y+Q_)dy  — o,  per  mul- 
tiplicatorem p-^^yy  + Hy  > Tbi  M Ct  N filUt  fUtt- 
dtioaes  ipfius  x , fiat  integrabilis. 

Solutio. 

NecefT;  igitur  eft  , Tt  fa&oris  ipfius  dx  , qui 
efi  differentiate  ex  variabilitate  ipfius/ 

natum;  aequale  fit  diffcrentiali  fadoris  ipfius  dy , qui 
efi  » dum  fola  * variabili*  lumitur. 

Horum  Talorum  aequalium  neglc&o  denominato/* 
communi  aequalitas  dat : 

- a P/-PM/=t/ '+ M//  + N/ ) 55 -C/^)1222®229 

quae 
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quae  fecundum  potcftatcs  ipfius y ordinata  praebet: 

O “ 2 ?y  dx+?  Aly'  dx 
-Yyd^L  +M>-VQ.+Nj</Q_ 

-jd  M -/</N 

vnde  fingulis  poteflatibus  feorfim  'ad  nihilum  per- 
, diuflis. , nanciicimur  primo  N</Q—  Q//N  — o , feu 
cx  cuius  integratione  fequitur  N^raQ. 
Tum  binae  reliquae  conditiones  funt 

I.  sP</ar+</Q^—  ^M~o  et 

II.  P M</ar+  M rf Qj-adQ_~  Qd M n o 

tnde  I.  M — II.  2 fuppeditat  : 

* — MdQ—  MrfM  + a at/Q  + aQ/Mzzo  feu 

Jr\  . » OdM  M d M 

“X.+  sl-M  it-H 

quae  per  (2  a — M )*  diuifa  ct  integrata  dat: 

Q _ r M 1 M , d M _ , f dM 

— J ( a a — Mi’  J ( 2 a — M j’  ' ( a a — M j* 

feu 

fT«  — 5"?  — 7<x^Tm  •+•  (,a— Mi» P — (7  a— «7 *+■  fi 
Erit  ergo 

M — a -1-  (3 ( 2 a—  M )* 

hineque 

f-  . ficque 
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ficquc  pro  M fun&onem  quamcunque  ipfius  x Tu- 
mere licet.  Capiatur  ergo  Mz2st-X,  erit  P^.vz-px^X 
et  Qza-X  + f3XX  atque  N^aa-aX  + a^XX. 
Quocirca  pro  hac  aequatione 

-pyX</X+dj(a-X  + pXX-{-j)~o 

habemus  hunc  multiplicatorem 

_______  1 - 

jr’  -+-(  ii-I  )yy-t-a{  a-X  -j-pXXJj  ...  , 

quo  ea  iutcgrabilis  redditur. 

Coroll.  i.  , 

-*  * ' . * * s 

494.  Tribuatur  aequationi  haec  fbrrra : 

iy  ( J 4-  A -i-  B V C V V ) - Qj  V d V zz o 

tritque  azA;  Xr-BV;  |3XXz(3BB  V VzCVV- 
ergo  (3  zr /s  » vnde  multiplicator  fiet 

t ‘ ‘ 

+8V)W  +MA+JV+T7v/7  * r . ■- 

Coroll.  2. 

495.  Si  hic  fumatur  Vzra+jr,  obtinebitur 

aequatio  fimilis  illi  , quam  lupra  §.  488.  inte- 

grauimus  , et  multiplicator  quoque  cum  eo  , quem 

ibi  dedimus , conuenit.  Hic  autem  multiplicator 

commodiu»  hac  forma  exhibetur: 

- ___  1 

jt.J-hAT^BVjrtj-t.AJ-HACVVj-*  . . ( 

Y y Coroll.  3. 


Digitized  by  Cioogle 


35* 


C A P V T III. 


Coroll.  3. 

496.  Si  ponamus  y-\-  A —z  , noftra  aequatio 
erit 

</«(*-i-BV-hCVV)-C(2-A)ViV=o 

cui  conuenit  multiplicator  (s-iTHss-t-Bvs-HACTrs 
ita  vt  per  ie  integrabilis  fit  haec  aequatio : 

BT  + CVV)  — C(z  — A )T_dV  

(sa-t-BVs-f-ACVVJ  

Scholion. 


497.  Quemadmodum  hic  aequationis  Pyrfjr 


multiplicatorem  affumfimus  r 


r' 


jKy+M/+N 


„n— 1 


ita  generalius  eius  loco  fumere  poterimus^^^-^, 

tt  haec  aequatio  = ° > P^ 

ie  debeat  efle  integrabilis , qua  comparata  cum  for- 
ma vt  fit  (j*)n(j|),  habebimus: 


(»-i  )PM^n+  «PNyB‘’=:(  J74-M/-I-N  )y'~' 

-(S+Q.S-')  (*/"-*-£) 

fuic  ordinata  aequatione  i 

(n- t)?yn-*-'  dx  +(»-i)PM>,*</ar  + *PN/"',</a*  j 

-MyVQ  -N/>—  dQ_  (-a 

+y'+'aM.  +y*d  N +yn—‘QdN  S 

+SQd  M 

tnde 
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▼nde  fingulis  membris  ad  nihilum  redudtis  fit 
I.  (n—  z)¥dx-zzdQj- dM. 

II. 

III.  nN?dxzzNdQ-QdN. 

i 

Sit  Tdx-dV , eritque  ex  prima  Q=A-fM+{»-2)V, 
quo  valorc  in  fecunda  fubftituto  prodit 
M d V -+-  ( n - a ) V d M -f-  A dJA +</N  = o 

et  tertia  fit 

a N d V 4-  ( n ~ a )' V d N -+- M d N — N d M -t-  A d N = * 
▼nde  eliminando  dV  reperitur : 

.\ir  . A MMdN-KNdM  — . N d W 

(fl—  2 ) Y *+■  A — TfTdA— m’Jn • 

Verum  fi  hinc  vellemus  V elidere,  in  aequationem 
diflerentio  - differentialem  illaberemur.  Cafus  tamea 
quo  nzz.  2 expediri  poteft, 

Exemplum. 

498.  Sit  in  euolutione  huius  cafus  nrr  2 , vt 
per  fe  integrabitis  ejfe  debeat  haec  aequatio 

j(Pjfdx4-(j4-tt  ,dy) 

Ac  primo  effe  oportet  Q.— A-l-M  tum  vero 
aAN</M— AM</N=M(M</N-NrfM)-2N</N  . 

quam  ergo  aequationem  integrare  debemus , quae 
cum  in  nulla  iam  tra&atarum  contineatur  , viden- 

Y y 2 dum 
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dum  eft , quomodo  tradtabilior  reddi  queat.  Poni* 
tur  ergo  M = N«,  vt  fiat 


hinc 


fiue 


2ANN</a4-ANu<fN+NW«4-N</N=<> 


^ a«£n  .Ad«  _h^_  0 

NN  'T'  NN  > H » 

fatuatur  porro  {,=zv  feu  N=r*  habebitur: 
— zdv—  Ab^+4 A.vdu+udu— o feu 


, ,\vdu  ud u 

OV  \ •+■  A u — i-t-Au 

^bi  variabilis  v vnicam  habet  dimenfionem , et  hanc 
ob  rem  patet  hanc  aequationem  integrabilcm  reddi , 
fi  diuidatur- per  (i  + Atf)‘  prodibitque  : 

<u  , adu C ■ — Au 

(71+TTk? — /(  j + A»)*  — A A AMi  + *«)’ 


ideoque  v~c{  AA*l!~" *“•  Sumto  ergo  pro  u 
functione  quacunque  ipfius  x erit 

NT AA U A A “ 

N C(,  + a«)!-‘-  A»  et  C(i-+-A  u)’  - i - A « 

atque  Qj=z  fexu-  Iam  ex  tertia  aequatione 

adipifeirrnr  2 N F r N dQ-Qd N , feu  2P</.i-N</.^, 
at  » ™de  ^ = 2C</«(a-f-A«), 

idecKiue 

, A ACdu(  2 -hAu) 

, r d X — c ( 2 ■+■  ia)1-  1 — A u* 

Quocirca  aequatio  noftra  per  le  integrabilis  eft 

AACwclufi-t-AiiVt-yfofCfc-Mtt)*^ — (i->-Au>V-4-AC(i-t-Au)a  A)_-  ^ 

Qi-*-A“^>— ('-t-Aiii»-HAAu>-^-AA 

, quae 
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quae  pofito  A u-\-z  — t induet  hanc  formam: 

A C yidl+  ydy[Ctt  -t-h  ■ )-+-Arfy(Cf  f- ■ ) 

J'  Cttyy  — (t  — i)yy-bMl — >).?-+-Aa.  — 

Hinc  autem  pofito  A — a;  et  v in* 

•venimus 

ay  xydx  -t-y  dy(x-t-  & x -j-yx  x ) — a1y'x  — t xx  ) 

t cl  -t-  ^3  jc  -j—  yxx)yy~  a(  2 a -+- 13  * ;> -+- a1  —O. 

' C o r o 1 1.  r. 

499.  Hoc  igitur  modo,  iutegrari  potcft  haec 
aequatio 

<Lyxydx-\-ydy{a.+^x-]ryxx)—<tdy[a.—yxx)~o 

quae  quomodo  ad  feparationem  reduci  debeat , non 
ftatim  patet.  Eft  autem  multiplicator  idoneus : 

y „ 

CoroIL  2. 

500.  Hic  multiplicator  etiam  hoc  modo  ex- 
primi potcft,  vt  eius  denominator  in  fatftores  refol- 
vatur  : 

' • ' (g+P-v4-  yxx'y 

Kat(3.v+'yara:>'-c^a.i;i3a.)taA.Vv;pt3-a'y;)((aipa;4^-A'^-aitt+;pr)-<u-V(iPj3-aYl)- 


Y y 3 - Coroll.  3* 
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C o r o 1 1.  ?. 

5 oi.  Si  ergo  ponamus  (a-pp.v4-Y^.v^-a(a+;pA.*)ra«r, 
«it  multiplicator 

At  °bj  = ^fix+yxx  ’ aecluatio  noftra  cri* 

y xj>  dx  dy  ( z ’» p x -+-■ y x x ) = o. 

At  e(l 

. _-a'gf«p  ,r4-(tyx+$yxx)dx-a.zdx(  p+  ayarH  a.dz{a.-±  f3jt:4  yxr) 
J>~  * (a-pA,HYxr)* 

hoc  autem  valore  fubAituto  prodit  aequatio  nimis 
complicata. 

Problema  66. 

$02.  Innenire  aequationem  diflerentialem  huius 
lbrmae : 

jPdx-h  (Qj-P-  R)dj>~o 
in  qua  P , Q.  et  R fint  fun&iones  ipfius  x , Tt 
ea  intcgrabilis  euadat  per  hunc  multiplicatorem 

J* 

fi+s>r  v^i  S e A etiam  funftio  ipfius  x. 

Solutio. 


- - 1^7  - * - 

multiplicatur  , oportet  fit : 

dx 

qua 
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qua  euoluta  aequatione  erit 

( m -H  i ) P ymd x w)PS>,nH",</.v—  /"‘•‘'SdQ  ? _ 

— /VR  +nyv*"Qd; sS"° 

-^'S^R 
fUS 

hinc  fit  ?dx~  —■,  e:  S dQ—n  QdS  , ideoque 
Q— AS*  ct  dQ~n AS^dS  , quibus  in  membro 
medio  fubftitutis  fit 

~~  S dR  — n A S*—  dS  - S d R + » R dS>  - o 
feu  — m + , — ASn~ldS-\-RdS^zo  , ideoque 

)AS*~ *dS 

quae  per  S*’4*'  diuiia  et  integrata  praebet 
R («-4-t)AS*-"—  • 

Sm+.  — « „_m— 

Ponamus  A=(w+a-«)C  vt  fit  Q-(»i  + 2-»)CS* 
et  R^BS^^-Hm-I-i  )CS’,'_,)  ideoque  P</ar=BSm^/S 
i)CS”  *dS.  Quocirca  habebimus  hanc  ae- 
quationem 

f/S(BS’"+(»-i)CS,,‘,)-H^''(«q-2-*)CSB/+BSm‘,',+(/w-j-i)CS',‘,)=o 

quae  multiplicata  per  — fit  integrabilis,  vbi 
pro  S funttionem  quamcanque  ipfius  x capere  licet. 


Coroll.  i. 
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Coroll.  i. 

503.  Tntegrari  ergo  poter  t haec  aequato 

B>S”VS-4-B dj+{n-i) Q'S""’tfS-}->+ 1 )CS"  'dj 

-+-(«*  + a-iiJCSV#— o 

quae  fponte  rcfoluitur  in  has  duas  partes . 

BSm{ydS+Sdy)+  . ' 

CS*"*((«-  i)jdS+(m+*  )Sdy+(m+2-n  S jdy)-o 

quarum  vtraque  feorfim  per  multiplicati 

fit  integrabilis. 

Coroll.  2. 


504.  Prior  pars  BSm(^S-4-S#)  integrabili» 
redditur  per  hunc  multiplicatorem  «pr  0-  S y \ eft 

enim  haec  formula  Per  fo  in- 

tegrab  lis.  Vnde  pro  hac  parte  multiplicator  erit 
gx  — j qui  vtique  continet  affumtum 


— — — - , fi  quidem  capiatur  X — m et  fi  — — 
(i+Sr)*’ 

yn  V dV 

Eft  vero  /|  + Sdj)— 

pofito  Sj— v. 


/ 


Coroll.  3. 
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Coroll.  3. 

J 05.  Pro  altera  parte,  quae  pofito  SrJ,  abit  Ia 

» habebimus 

(»-x)Qy/f  (w  + i)i)(/f 

'■dv-  jj r„rrr  ~)  = 


tn-f-n 


(■-*) 


(n-i)Cy*—  z*=!  , w-H  1 rJJz*  w+a-n  r2=L . . 


n— 1 


W-+-TI 


t»-QCr— ..  nS 


‘J’  0 — e-hr  — ). 

•V  ' 

Ideoque  haec  altera  pars  ita  repraefentabitur : 

«-+•»  i±3i 

-(»- 1 )CS"jn-r  d-j~s  * 

Multiplicator  ergo  hanc  partem  integrabilem  red- 
dens erit  in  genere 


<D. 


i+S  y 


«HH  • 

S.y 


m-t-n 

Coroll.  4. 

506.  Pro  altera  ergo  parte  multiplicator  erit 
(H-Sjf 

, quo  haec  pars  fit 


<Jn-+-H  y i—> 


(n  j I+Sj> 

Str  »-<  >»—  S 

Zi 


CUIUS 
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cuius  integrale  eft 
(w— i)C2M~t 


pofito  2= 


> 4~Sj> 

m-4-o  * 

/-■  s 


CorolL  5. 


507.  Iam  multiplicator  pro  primi  parte 
congruens  reddetur  cum  multipli- 
catore alterius  partis  modo  exhibito , fi  fumatur 
m et  vade  refultat  multiplicator  com- 

ym  1 4-  S? 

munis  / ,0,7»-.  hi  neque  poQto  S^rv  et  Shm-  =*» 

^'S 

noftrae  aequationis  integrale  erit 


^ CS’l^'>,"-ir,_rx 

Scholion. 


508.  Aequatio  ergo  , quam  hoc  problemate 
integrare  didicimus,  per  principia  iam  fupra  fiabi- 
lita  tra&ari  poteft , dum  pro  binis  eius  partibus> 
feorfim  multiplicatores  quaeruntur , iique  inter  fe 
congruentes  redduntur  , cuius  methodi  hic  mfignem 
vfum  declarauimus.  Poffemus  etiam  multiplicatori 

hanc  formam  dare  ^ » ***  Yt  haCC 

aequi- 
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aequatio : 

/"(  yVdx-h(Q  y-t-R  Vr) 

O+Sy+T yy>' 

per  fe  debeat  cfle  integrabilis,  et  calculo  \t  ante 
inftituto  inueniemus : 


’ (»+  1 W .m+,  f+(m+t-n)PSd.x') 
i J — d Q_ 

|-S</R  j 

j,+»R</S  j 


1+nQdS 
1+nRdT 

Tnde  ex  vltimo  membro  -TdQ-\-nQdT  = o con- 
cludimus Q=AT'  et  ex  primo  ?dx~  ~~  t quj 
valores  in  binis  mediis  fubftituti  praebent: 


I-s</q.  \+Jf  t+nqn  S'C 

i i-™r  y 


K</S-~-AT'-VT-o  et 


hacc 


R^T-^S  + ATVS-AST""VT=o 

quarum  illa  fit  integrabilis  per  fe  fi  — 2 
>ero  integrari  poteft  fi  m—  2B-1  , fit  enim’ 

R^T-^  + AT—fTi/S-Si/T)—  o feu 

«R</T-T  dR  A(TdS-SdT) 

nTH-‘  TT  — 0 

, -R  AS  -B,. 
cuius  intcgrale  eft  — + -^r  = ~ hmc que  R~BT* 

H-»  AT*— *S.  Praeterea  vero  notari  meretur  cafus 
quem  cum  illis  in  lubiunftis  exemplis 

euoluamus. 

2 z a Exemr 


1 

J 
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Exemplum  i. 

$09  Definire  hanc  aequationem 
yPdx4-(Q.y'4-R)dyr=o 

vt  multiplicata  per  yUiSy  + Tyy7  fi**  Per  A **' 
tegrabilit. 

Ob  m — —\  , habemus  flatim  dR~o  , ideoque 
R^C  tum  eft  vt  ante  QuAT”  et  c/Qpn ATn~‘dT 
vndc  binae  reliquae  determinationes  erunt: 


- PS  dx-  A T"" CdS  - o 

- 2 PT^-- AS  T”- VT-+- ATVS -H  C^Tn  o 

hinc  eliminando  P dx  prodit : 

ASST^VT—  aATVT-ATllS</S4-  2CT  dS 

-CSdT—o. 


Statuatur  hic  S S ~ T v , 

„ ««p  q / 2 dS  d T \ — T S d v _ 

* "5"  T • — v ' — 


vt  fiat—  2 T dS  — SdT 
-H1  , entque 


J A TWT-  2 A T VT-  L A T**'  dv  -t - ^ - = o 


(eu  hoc  modo : 

-I  AT^V.^4  -h  -o 

cuius  prior  pars  integrabilis  redditur  per  multipli- 

1 v-4  * . 

catorem  ^r+7  pofterior  vero  per  YVT  9 

1 

vnde  communis  multiplicator  erit — ; r~, 

T(«-+rVT 
. hineque 
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hincque  aequatio  elicitur  integralis  haec : 


3«5 


AT' 


d v 


(v-+),l+iVv 


— D 


( 2»-  I 

▼nde  T definitur  per  v,  tum  vero  eft  S“VTv; 
R — C , Q,- AT"  et  P dx=. 


C</S— A T*~VT 


Coroll.  1. 

5ip.  Cafu  quo  eft  n—'it  ob  iz?=zlz  habetur 

5 A/^  -f-  Cf(~rv  ~ 5 D feu 
iA/rI--iC/;^r=iD 
▼nde  pofito  v — + uu  et  CzrXA  erit 

/^T7-X/^f  = Conft.  feu  T=rB(*-««0(i£3*- 

Hinc  porro  S~aaVTr  2«  — ««)  , 

x : ' 

R-C— XA  ; tum  Q,- A(i±a)‘VE(  1 -uu) , at- 

•r.  » X'  'I'I  . XAiT  AdT  A *.  „n  dT~^-iudu-t-j\du 

que  Vdxz-r-  + TT  “ rrr.  At  eft  t--— 7^tu—  • 
Ergo  Vdx  zz  - * ‘ Quocirca  pro  hac 

aequatione 

l±X^-;X.L>  + A<ty(X4-/( ~~ )’VE(  1 -uu)]  =0 
multiplicator  erit 


^V(l+2«>(i^)‘/E(l-«^-l-E^(l-«M)(f^;X) 

Z z 3 Coroll.  a. 
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Coroll.  2. 

5 it.  Cafu  quo  n——\  habemus; 
-^-'+=CVc;-.D  fcu 

Ponamus  v~\uu,  vt  fit  T ~ l 1 » tum  fit 

S=iuVT=i»V#~=yii  r=c; 

p . Cdu  , C JT  KdT  dufC-t-T^  -t-CnuV  Cu » - 1 Cu— D) 

et  rax — „ ■+■  ,x  iTT»  — u(iui-i  j*(D.+->Cii) 

Tnde  tam  aequatio  quam  multiplicator  definitur. 

Exemplum  2. 

y 12.  Definire  aequationem  yPdx+'Qj-fR)fijrro, 

1 

vt  muhipBcata  per  y«( 1Zpsyli-Ty  yj»  fiat  per  f9  * 
integrabilit. 

Ob  m~ — a,  ex  fuperioribus  habemus: 

RS=£T*-f*B  feu  R=:~--*-f 

qui  valor  in  altera  aequatione  fubftitutus  praebet : 

(2»+ 1 1ATVT  2 ATr-+VS 

nS  »ss  r 

b<tt  2BT<ys 

— o 


-ATVS-AST^VT 


SS 


quae  in  has  tres  partes  difiinguatur : 
AS  (2»  + i)T^T  2T,nH~'^S 


4S  SdT. 


nT»i-  S’  s*  i,T  TT; 

_ VT  aBTi/S, 

+ BS(^^ )—  o 


feu 
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AS  T1,,+, 

^rj.  d.\  -o. 


Statuamus  ad  abreuiandum : 

T*^*  j X 

SS  =* » T = * ct  SS  ~r 
ict  S= £ ; T ~~-r  r hinc  p~ 
aequatio  ita  (e  habebit : 

* rdp-^-^rhrtl(i-^idr—9 


q*n  /■**—* 


; noflraque 


fea 


*qVf>r 1 


AVr 

» V? 


dP-i~T& dq-±-Bdrz=< o. 


Quas  tres  partes  feerfim  eonftderomus,  ac  prima  fit 
L tegrabilis  multiplicata  per  ^rQ:p  T fecunda  vero 
per  $>'?■>  tertia  vero  per  <J):r.  Vt  bini  primi 
conuenianty  ponatur  '^..px~<!/f.q11  ftu  p^^  — q^r,. 

^ ♦> T l~ 

hinc  p — r*-*-1  ~q~**r''r'~h\  Fit  ergo  Xf 

ct  p.-f- 1 — 1 ) — ,n^7  » Gcque  et 

X-  — — Multiplicetur  ergo  aequatio  per 


tJLn—'  Vr  2»4r-— 
* — n 1 *n— 1 


yp 


_n-f-r 


ac  prodibit 


£pk  dp-\r  k q^  d %-\-B  q~  n ^ r"^' drz^o 


lea 
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«M-* 


4*t-4-*n 


ftu  AA(fc-,)+^r  )+B?‘,+'  rM"‘fr=0 


4ij«s4-6H 


•vel  (1—4  r)-f-Btf  *"-♦*»  r^'dr-0. 

4vn 

JVIultipIicctur  per  q>r-*-‘  (i  — 4^)’  v*  prodeat 


(a«-4- i )A 

4H 


•Wl  4 71  4n>?-4-6n-f.4vn 

^ ( i -\r^d.  q ’-u-h ■ ( i -4r)-{-B<7  jn-+-*  rr“+*T*/r(i-4r)Y=o. 

Fiat  ergo  \v-\-\n-\-6  — o fcu  vzz—n—\,  ct  ambo 
membra  integrari  poterunt , eritque 

q~^+^ ( i -4r)Y+^-B/r’H‘,</r(  i -4r)v"Conft. 


. . * ** » 

at  eft  v 1 "zz.  n l^z  - 

A 


ficque  habebitur  : 
— f \cl~in^l~^r)  * +B/~~ ^rp7=Conft. 


(i-4r)  * 


Dabitur  ergo  f per  r,  eritque  S~ ^7  ; T=| , tum 


R zz 


AT” 

«S 


B 


+ - , q— AT"  ct  P</*=:-,/R 

Coroll.  1. 


513.  Si  fit  « — — I erit  Ay-}-*^— — ? feu 

C — : BrVr  «• 

— TT  — i hi  neque 


CVr  — :Irr 


L* . T — ti* . O 

— C r — 2 Br?  V r > 1 r(C-sBrVr]s  ) X. — j ) 

R Q.-+-  1 B r(C  — !Bryr)t»B-iCVr+4Brr 

et  LX rS  S — “ f A 

»BCr  — iCCr^r -_8BBrrVr-4-i  E Cr»  — »BBr«Vr 


Coroll.  2. 
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* Coro  11.  2.  * 

*i  / , ».  * . • * ' x . 

514.  Ponamus  eodem  cafu  rzzuut rit  i 


S= 


* a < m— 9 A 

Cuu— ,BU»  » 1 — nui  C — tBTTH1"  i x,— 


9 A A 


I u |C — iBu1 ) 


- i et 


hineque 


TD ?B  Cu*  — iCCu’- 6BBu»-4-iB  C u«  — 1BB1» 

9 A 

■n  j — 6 BC  ti-f-6  C Ctni  + jcBBu*  — <iB  Cu*  -f-  7:  B B u*  . 

P dX  — - - - : s,*——: d u 

_ |-.{  . * I 

eritque  aequatio  jPVa'H-(Q/4-R)r/>'“o  integra- 
bilis  fi  multiplicetur  per 

ilL±sy^t22y j_y c r , i.\i _l_ z**??  ,T 


23 


u u ( C — sBiry1;' 


Exemplum  3. 

515.  Definire  aequationem  yPdx4-(Qy-f-R)dy~o 


' tegraUilis, 


- 1 ...  t • : ) 

quae  multiplicata  per  j- fiat  per  fe  in* 
Filis.  " ■ c_- 


XL  flfl 

n» 


Hic  eft  , QrrAT'.,  cF-Ptfxsi 

tum  vero  ex  fuperioribus  R=:»AT8**Sh-BT*; 
ac  fuperell  aequatio  R</S- - AT""’</T  = o'  ’ 

quae  loco  R funilituto’  valore  inuento  abit  in 

- ,,  ^ ‘ ’ • 

( 2 n - 1 ) A Tn—  S dS - ( n- 1 i A»TB- *S  S dT  t 2 A T"" 'dT 

-+-2BTVS-BT’,-‘ SdT'e=. o fcu 

\ *-«»•> 

( 2 n—  1 ) ATS<fS— (n—  i ) ASS//T—  3 AT</T 
-h  aBTTVS— BT$></T=:o.  * 


A a a 


Priu* 
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Prius  membrum,  pofito  SS=«  abt  in 

[n-isudT  2</T 

«*-,  JPL  _ 4<ifT  y^, 


*(i»-i)AT>»-‘</.(-jn:-+T1*-1)  vcL 

'f  j n— t 

;(an-i)ATS^T^(¥-+)+TLV-T=ro»  fcu 
(j»-x)AT^(/.T^(t  °* 

Ponatur  ^—p  et  T^(s*--+)=q=T‘*' 

St  T^=ji;,tndeT-_ilp  et  S=Vj|™. 

Ergo 

(«»-i)A(|-+W»  ■ »BVr—  

. » +V;(?-t)“- tfJ’- 

fiue 

(zn-j)Adg  iBcfp:Vp 

s”+:  +it-tf+l~a 


ii  1 . »\ 


quae 
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17* 


quae  integrata  praebet  ’ j 

~:A  dp\  Vp 

— = B /— = a C 


•et  fifto  f^rz—vv  feu  p~~zr,  fiet 
-4- A B 

— --^Jdv{vv~  0— = C 

? * 

Scholion. 


51 5.  Haec  fufius  non  profequor,  quia  i(b 
exempla  eum  in  finem  potiffimum  attuli , vt  me- 
thodus fupra  tradita  aequationes  diffcrentiales  tra- 
nandi exerceretur ; in  his  enim  exemplis  cafus  non 
param  difficiles  fe  obtulerunt , quos  ita  per  partes 
refoluerc  licuit  , vt  pro  lingulis  multiplicatores  ido- 
nei quaererentur  , ex  iisque  multiplicator  communis 
definiretur,-  nunc  igitur  alia  aequationum  genera, 
quae  per  multiplicatores  integrabiles  reddi  queant , 
inuelligemus. 

Problema  67. 

517.  Ipfius  x fmxfHones  P,  Q,  R , S defi- 
nire , vt  haec  aequatio  (Vy-\-Q)dx-\-ydy  — o , 
per  hunc  multiplicatorem  ( — f-  — 1—  S integra- 

biiis  reddatur. 


▲ aa  * 


Solutia 


3*7* 


CAPVT  II*. 

Solutio. 

Neceflc  igitur  eft  , fit 

</.(Py-f-Q  Uyy-hRy-i-Sf.  ,£rf  rrH-Rr-hSg% 

( ^ J 

vnde  coligitur  per  (y>-+- Ry-b-S)—  diuidcndo 

— . ny(>d 

P(j74-Rj-V-S)+«(Pj'+Q.)(2>'+R)--  d* 

/*  • 

feu  _ 

(2„_l_i)P>7ijr-h(«+i  )PRj</.v4-RS<^  ? _Q 
r'— «77^/R  > 

, •: ; — tiydS.  ••  • . •• 


- •*  } «*  i • - n d R , 

Uiac  ergo  concluditur  Prf.v  — 5 et 

i -t-  Q.R^=o  porroque 

_ SdR  )RdR  ■ 1?  ergo 

Qdx~( TS^PTjR—  *'  *»*+*•)  ^ 5 

> jsd  n ; n-4-  . ] RdR 

d S-p-  (TTh^j  )r  . *«-»-*.•»;  • 

f • , 

quae  per  R-»-*-^  multiplicata  et  integrata  dat 


( n-f.  I )R  JK 
aft-f-i 


♦n-y-t 


Rl^S  =:C^-?R3',■,",  hineque 
S — iRR+CR»-^  atque 

. ' » • • r* 

- ,*  ' ti^R 

O,/,.  - -**»- - R^dR  et  P ix— 

y<Tx — 'eUn+O  »»-*-« 

vnde  aequationem  obtinemus 

(v_;R_CR^HR+(a»  + O.J'#=0 


m-y-i 


quae 
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quae  integrabilis  redditur  per  hunc  multiplicatorem 

(J74-  R/  -4-J  R R-+-  CR^  )\ 

• • 

C o r o 1 1.  i. 

518.  Cafu  quo  n—~i , fit  //R-0  et  R- A, 
et  reliquae  aequationes  funt : 

(«+ 1 )k?dx-\-2vQdx-ndS~o  et  FSdx-hnAQdx~  o. 

Ergo  P^a,'  n A^sd  — ? ideoque 

(AA-+S)Qy*r:-  aS</S , feu  et 

xficque  haec  aequatio  (J^zli\ds  -hydy—o  inte- 
grabilis redditur  per  hunc  multiplicatorem  • 


Coro  11.  2.  : 

519.  Si  hic  ponamus  A-jt2 a et  S—X,  haec 
aequatio  Fr  fe  cft  in. 

tegrabilis  , vade  intcgrale  inueniri  poteft  huius  ae- 
quationis 

x dx  -+-  ay  dx  -f-  2 xydy — 2 aay  dy  zz  o 


quae  diuifa  per  ( x-aa)V(yy-h2ay-hx ) fit  inte- 
grabilis. 

Coroll.  5. 

520.  Ad  intcgrale  inueniendum,  fumatur  primo  * 
conflans  et  partis  integrale  eft 

sV  [yy-\-  2ay+x)  + 2aJ(a+y-V  (yy  + zay+x))-j-X 

A a a 3 cuius 
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cuius  diffcrcntialc  fumto  y conflante 

dx adx:V{yy-±-zay-\-x)  ^ 

V[yy-\-iay-\~x\  ~ a+y-V(yy  i-  zay+x)  1 

fi  alteri  aequationis  parti  (-x_  ae- 

quetur, reperitur  dX~  et  X— — al(aa— x). 
Ex  quo  integrale  completum  erit 

VUy+>*J+x)+ar^--jtf^y-^  = C 

Coro  II.  4. 

521.  Memoratu  dignus  eft  etiam  cafus  n~-r , 
qm  feripto  a loco  C-f  i praebet  hanc  aequationem? 

{y-\-aR)dR-\-jdy—o 

quae  diuifa  per  jy-q-R.y-q-aRR,  fit  integrabilis , 
haec  autem  aequatio  eft  homogeoea. 

Scholion. 

522.  Potefl  etiam  aequationis 
(Pj-\-Q)dx-t-ydy—o 

multiplicator  flatui  , fierique  debet 

tdA?j+Q)ly+Rr(y+S)\  ,d.y[y+  R)"(  j+S*y 
1 dy  ^ )-}'  dx  ' 

vnde  reperitur 

W V+R)(y+S)+tndx(Pj+Q)(' y+S)  yndx(?y-\  QYy+  R) 
—mj(j+S)dR+ny[y-t-R)dS 

quae 
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quae  euoluitnr  ia 


(«  + *+  *)Vjydx  +(*+i)PRjtf*  4PR Sdx') 

-myydR  4(»4  i JPSj^x  +mQSdxi-3 
— nyydS  +(w+n)Qydx  +hQ_BmS 
— mSyd  R 
— 7iRydS 

Tnde  colligitur 


p , _ w_£R-»-njs  n , — P RSd*  — — R & ( m i R-fr.  n jS  ) - 

+ , CI  \£UX- mSH_aR  - (m  + j + 1]( 

hincqne 


feti 


S) 


-mSdR-nRdSzo 


+m(n+i)RdR-mnRdS- 
4-«(«4  i)S^S— mnSdR^ 


quae  reducitur  ad  hanc  formam  •, 

-t-(n+i)RRdR-+-(m-n~i)RSdR-SSdK  _ 
4-(/w4r)  S-S^S  4-(«— w;  — i )RS</S  — RRtfS  ° 


• quae  cum  Gc  homogenea  , diuidatur  per 

zn—  i )RIS4-(»,“2  w—  r )RSS 
4-(w4- * )S 

fen  per  (R— S)’((«4-i)R4-(«»  + ijS)  fiat 

integrabilis. 

At  ipfa  illa  aequatio  per  R— S diuifa  crir 

(»4  r J R dR  4-  m S dR-  n R dS  - ( m 4 i )"S  dS  - o. 

Diuida»* 
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Diuidatur  per  (R-S)((77+ 1 )R+(tt7+ i )S)  et  rc- 
foluatur  in  frudtiones  partiales : 


dR 


l m -j-n-4-i  . n-f-i \ i dS  / i 

, \ R — s 'Mn-j-i)R-t-(m.+-ijs/  rm+.\+:  ' S — K 


rr,- f-t 


('i-t-'jR+-(m-4-i)S 


Ti)-° 


r.  (m+»4-0(  ^ — d SI  I (**+-')  dR-M”*  -**J  ) ds  _ 

1CU fT-— "" S ' “ ' (i+ilE+^m  + i JS  ° 

vnde  integrando  obtinemus  : 

( R _ S )">-•- '‘h- '((«  + 1 ) R +(;«+ 1 ) S ) — C. 

* C T 

£it  R-S— a erit  («+i)R+(tt  + Os=t^?r+1 
hi  neque 


R~ 


(777+1)0 


77/ +-77+- 2 

/•  ... 

tum  \cro 


et  S~ 


»7+77 +-2 


m-f-n-t-c 


..  V- 


(m-n)du  ( tn+n)adu 
P dx  — ~ 7 ~ !T  ,11+ii+i 


7/J+-77+  2 

du , 


U 7»+77  + £;  V1"+-,,+,  777+77+2 


(/w+i  V,  o 


“J.fc 


(77+-l)« 


)• 


y^+j</«( 


777—77 


Coro  II.  1, 

523.  Hinc  ergo  integrari  potefl:  ifta  aequatio 
(7/7+77)0  djif «a  . (7/7—77)0 

.?7k-f.n+  7)  • fJ  lr.a 


(777+l)  (77+ 1^7717. 

U 'u,n~h2,l'i-2  ~r(7//  + 77t2/Vr‘"H,~~  (7/7+77+2)* 


T 


7/7+- 77+ 2 U 

quippe  quae  per  fe  fit  integrabilis,  fi  multiplicetur  per 

. a (77+1)« 


(/+ 


+ W+-7J+-2 


rJmb+ 


I— 71-+- 1 


-v* 

777+77+2 ' ' 

Coroll.  2. 
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! Co  rol  f.  2.1 1.‘  •' 

5*4*  Sit  m-iiytt  aequatio  notyra  erit. 


ydy- 


znaydu  aadu 


t u 

r 


"b"  ' "**’ \tldu — O 


cuius  multiplicator  eft  ((^+ Quare 
fi  ponamus  yzzz—  ~n^f  > aequatio  prodit 

2^2~  —\udu~o 

quae  iutegrabilis  fit  multiplicata  per 
Vel  ponatur  z~\y  et  a~\b  erit 

ydy-udu- + ^r-o  • v . _ 
<et  multiplicator  uu)\  v - '■  ; 

Cor  o 1 1.  *'  3. 

-1  5*5*  Si  w~— » prodit  haec  aequatio: 


+ )udu- 

'J  * * ' ‘‘  ‘ '*  * ' 4 ‘ ’ 1 

•quae  integrabilis  redditur  multiplicata  per  s 

' U+r-5(*  + 0«)”bH-J -S(»-0#)“V 

Pofito  autem  j' j —2  prodit  haec  aequatio  • 

» «»  t • 

zdz-nzdu+\[nn-i)udd-~  + a~‘=:o 
■ ‘ Bbb  quam 


71  a du 


-9 
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quam  integrabilem  reddit  hic  multiplicator: 

C o r o 1 1.  4. 

<2 6.  Pon3mus  hic  z—uv,  et  habebitur  ifta 

^ ; % / tT.  - .1  : ' ' * II  .f  v 

tequatio  v • * <•. 

uuvdv-\-ud»(vv— nv+linn—  1))  — adv 

' ‘ .v— l(n+i) 

quae  fi  multiplicetur  per  'Vtrumque 

' . «-s(ff-H) 

membrum  fiet  integrabile.  Pouto  erum  r r, 

. ••  ; % . l-  t * */  1 

n+i-[n-i)r  . s^'udu  n+i-{n-i)s 

*»  «=  °r“»r  JT7f  + 

asndf  . c/:,.-.-,  s"+'BU  ‘ rs*df  < 

= (T5),i  °“us  1Dtt8rato  elt 

Scholion. 

• ».  * ' 

5*7.  Quo  noftram  aequationem  in  genere  con- 
cinniorem reddamus  , ponamus  mzz-\—  1 H-  p.  et 
«— — X—  1 — jx,  tt  fit  aX,  fietque 

aequatio:  -,q  ;h*.:  " ".'i'.-/:  f.I: ' 

jdy-ydu(xr-  2 ( X 4- 1 $ aaA+au,»4,^:o 

quae  per  hunc  multiplicatorem  integrabilis  redditur 

r — - • ’ . *■ 


--  u J 


i-. 


Ponatur 
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, Ponatur  —«2  et  orietur  haec  aequatio 

uzdz^atf^dz+dulzz-^z-it-- ^x-)~o 
tui  refponder  multiplicator:  . ' ' . 

Reperitur  autem  integrale 
C=a/Jz(z+^^(z-±£)-^'+ 

quod  ergo  conuenit  huic  aequationi  difforentiali 

zdz^~{z-\-x-^){z—x-^~)ziateKdz> 

'\  - 

Problema  ''' 

528.  IpGus  x fundtiones  P,  Q,  R et  X definire^ 
▼t  haec  aequatio  dj+-Jjdx-\-'X.dx  =.0  -integrabilis 
reddatur  per  hunc  multiplicatorem  p 3y  + q.j> -+-'&• 


Solutio. 

Debet  ergo  efle  : ?. 

-lj  i 

4yu'Tyy-+-Q.y-h  & — d*  P yy~hQ.y-hK 

hincque 

^(PXK+Q^-fRl-^+XJCaP^+Q.)^^^» 


ergo  fieri  debet  . - < ; ' ^ 

•+-Q yydx  -\rzHjdx  — Q Xdx} 

■A-jyfl P 'raPXj(/r  +</R  $ 

-t-jdQ.  • 

, r Bbb  z Quare 
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Quare  habetur  Q=—  = st*  , « Xd-JJ  Sumto 

ergo  dx  conflante  eft  vnde  fieri  oportet 

aR(/l+- d>"  — 5T  =o  fcu 
R </P  P </R = ^ r cuius  integratio  praebet 

PR=:^-,H-C,  hinc  R=  7r  d?  *+■  F 
tura  r „ ' " 

Q_ “da  et  X — p p ■+■  ♦ 


v PP  d*J 


d dP 
! Pd*1 


Ponamus  P=SS,  t«  S fit  fundio  quaecunque  ipGus  x, 
obtiuebimusque : . 

P=SS;  <i=-A|fSi  R^H-jp  et  X=s4-^ 


' 1 F 

quibas  fumtis  valoribus  per  fc  intcgrabilis  erit  haec 

d >-+-}’ •ydi-f-xd* 

aequatio  -tyy+<±y-^~—0' 

Scholion. 

529.  Haec  foiutid  commodius  inftitui  poterit 

fi  multiplicatori  tribuatur  haec  forma  yy-+.,(£J+ii 

*t  fieri  debeat  f 

_L  d — _1  a . 

dya,yy^r 1 + R-  a»U9jy^  R * 

fnde  oritur  s ; : - 1 : 

afQjjdx  -f-aPR  ydx  . —2'PQXdx') 

-jyd P : -aPXj^x  -Kd?  f = o 
< — aQydP  +P<^R  . v 

.*-2Q^</Q  . 

ibi 
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*bi  ex  lingulis  commode  definitur  y-  icilieet 

dP J Rdit—Xdx-t-dQ, d'R  — a a*<*« 

P — * \nix — — ^ — R 

Hinc  colligitur  aQ/R-P-xM*  — </R  , vnde  Bunc 

ipfum  elementum  dx  definiamus  # dxzz TatTGFx) » 
quo  yalorp.  fnhftitntr»  adipifcimur  i *' 

r^Tx  — TojR^tj  +"0.  fett 

a Q,  Q.^R  :=  R^R—  X^R + 2 QR  </Q-p-  z QX  /<£ 

▼nde  colligimus  Xr-fi2£ggp®et  R+X=i^-g, 

hinc  dx  = ^j-^=^)  atque  F = rrS^lT,  ideo- 
que  P:=:  AV(Q,Q/-R)r 

Fiat  QQ—  R — S ac  Aperietur  i 

X=«-Q1-Si  R = QQ-S 
atque  P A V S.  Quocirca  habebimus  hanc  aequa- 
tionem 5 

-+-  /ft-  ^^=0 

quae  integrabilis  redditur  per  hunc  multiplica- 


torem 


i &_ y s , 

w+.d>  + ao^ — ( y-hQ.  )J  — s* 


Ad  cius  integralc  iuuenieudUm  ,•  fumantur  Q ct  3 
conflantes,  prodibitqye 


[ d?V  S , , V-f-JV—j/S 

/ — s ••  y-hQ.-hVS 

B b b 3 


«si  ficato 
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exiftente  'V  certa  fundtione  ipfius  S Tei  Q.  * Iam 
diffcrentietur  haec  forma  fumta  y conftante , pro- 
di tque 

...  yydS+4 

+VV-  +Q.((/+<i),-S)VS 


ds 

— «ays» 


dQVS^-^rfr1 

* 77+Q.Fs 

jdcuuuc 

,.r .yy  dS-t-»Q.ydS  -+.Q.QdS  — SdS  — 

«v—  ra(t>-+-a)J  — Sjvs  — 

Ex  quo  aequationis  noftrae  integrale  eft  ' 

,i>-f-g-vs  . , rj_ i — q 

»'j-+q.+  ys  iJ  oys  — v" 

C o r o 1 L i. 


530.  Singularis  eft  cafus , quo  R=:Q.Q.,  fit 

enim  < < 

i P r*.  , QQdx  — Xdx-+-dQ, — « da-»  Xdx  • 

f — 2 Qdx Q_ 

• • ■ ■ i 

vnde  has  duas  aequationes  elicimus: 
QQdx+Xilx-dQ=zo  et  QQdx+X  dx-dQ=:o 
quae  cum  inter  fe  conueniant , erit 

Xdx~dQ—  QQdx  et  l?—2/Qdx. 

\ - C O r O 1 1.  2. 

531.  Sumto  ergo  Q negatiuo , vt  habeamus 
hanc  aequationem 

dy~\-yydx— dQj-QQdxzz.Q 

haec 
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k— * re^'tur  » Per  hunc  multi  plica  tore^n 
^ _ qJ'  Et  integrale  erit 

5^~’/aix+V=Conft. 


]bL  'V  eft  fun,flio  ipfas  x , ad  quam  definiendam  r 

dinerentietur  fumta  y conflante  ‘ 

j -»d*^VjA'r. , fQ  dat- 

▼nde  fit  V~f<r-*M*dXi  itg  y(,  ^g^le  fic 

g—tjQ.dx 

fc-i<u*dx_  _ c 


C o r o 1 1,  g. 

532.  Propofita  ergo  aequatione 
X dx-o 

/i  eius  integrale  particulare  quoddatn  conflet  f — O 
▼t  fit  , vc 

^Q.-+"  Q.  Q/x  -f-  X </ar  — o 

fdcoque 

dj-\-yj  dx—d  Q_—  Q Qdx— o 

multiplicator  pro  ea  erit  Ct  inte- 

grale completam 

C^ad*4-_£_— 


SchoIiocL 
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Scholion. 


inucnta 


533-  Aequatio  autem  iu  praecedente  fcholio 

, yyt*  , ac*  «Q-Q-jt*»**— * 
dy-\-  T5J  -4-^Q. *Q-S 

non  multum  habet  in  ceceflu , pofito  enim  y+Qpx 

prodit 


zd  S , dS(zz 


+- 


_v=*>=o 

♦as  — 


in  qua  \t  A>ini  priores  termini  in  vnum  contrahan- 
tur, ponatur  z—vV S,  reperieturque 

dvVS+v-g-%=-0 

quae  cum  fit  feparata  integralc  erit  V,—  v — »/avs 

. . . _y-4-a 

Tbi  eft  V— -ys"‘ 

Aequatio  autem  in  ipfa  (blutione  inuenta 

, . c d * dd_s . 

sd*  — ° n 

„ . . - ddS_  i dS 

>vbi  S eft  fundio  quaecunque  lpfius  *,  et 

magis  ardua  -ridetur  , dum  per  fe  ftt  integrabilis  ii 

nPf 


diuidatur  per 


e ,c  d sx, 

ss — (Sj'  dx  ) 


c 

SI' 


SSjr- 

At  fumto  a:  conftante  intcgrale  reperitur 
Are.  tang.^^-f-  V -Conft. 

nunc  ergo  ad  funftionem  V inuenvendam  fumatur 
diffcrentiale  pofita  y conftante,  quod  eft 

c JC  SddS  dS1 

&SydS  dx dx  . J\T 

s$[S 


et 
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et  aequari  debet  alteri  parti 


Ergo 


T?^nz+JJ*x  _ cj£- s-£-s  -4-  SSyydx 

<s/-K)'+«  ss(si,-gr+c  “ 


JV_ssrjdx- *sjJS+  |£  + 

XS(Sj.-“)-+C  «' 


Quocirca  integrale  completum  cft 

h Arc.  tang. _p_  D. 

Quod  fi  fumamus  S=ar  huius  aequationi* 
dy-\-yydx~\r  =0 
integrale  completum  eft 

7c  Arc.  tang.  ^7—  — *=D. 

Sin  autem  fit  S=*",  ob  $!=»**•'  et  d.s~=n(n-j)x^/x 
integrari  poterit  haec  aequatio 

dy+yydx-^r  -pr  - — — 
integrale  enim  erit 


A' AT 


X 

~ (aB-ijjt*3-7  “ D* 


yC  Arc. tang. 

Supra  autem  inuenimus  hanc  aequationem 
dy  -+-yy  dx  -\-Qxmdx—o 
ad  feparationem  reduci  pofic,  quoties  fuerit  m~  ~ 
iisdem  ergo  cafibus  functionem  S afliguare  licebit 

Ccc  Tt 


) 
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Tt  fiat  g-ifh=:Cxn;  quod  cum  ad  aequatione» 
differenti  ales  fecundi  gradus  pertineat , hic  non  at- 
tingemus. 

Problema  69. 

534.  Definire  fundioaes  P et  Q ambarum  varia- 
bilium x et  js  vt  aequatio  differentalis  P</.v-f-Q^or 
diuifa  per  Pa-4-QJ'  fiat  Fr  iotegrahais. 

Solutio.  ' 

Cum  formula  t~J  debeat^eflfe^integrabili^ 
flatuamus  Q—  PR  , vt  habeamus  * * > fitque 

iVR  — Mdx  — Quare  fieri  oportet  ~y  d. 

. r ..  . — R — N>  _ HI-  H 

rr  d.  — “R-  , vnde  nancncimur  ir^y)1  — (*+•«,)* 

feu  N=-^}  hinc  fit  dK-^dx-Kfy-^\y.y~d^ 
quae  formula  cum  debeat  effe  integrabilis , necefle 
eft  fit  Mj  fundio  ipfius  j , quia  y-~jS-jL-d. | ; 
atque  ex  hac  integratione  prodit  Rzn  fund.j ; ien 
quod  eodem  redit , R erit,  fundio  nullius  dimen- 
fionis  i piarum  x et  y-  Quocirca  cum  ■>  — R,  ma- 
nifcftum  cft  huic  conditioni  fatisficri  , fi  P et  Q 
fuerint  fundiones  homogeneae  eiusdem  dimenfionum 
numeri  ipfarum  .r  et  hoc  ergo  modo  eandem 
integrationem  acquationnm  homogencarum  fumus  afle- 
cuti , quam  in  capite  fuperiori  docuimus. 

CorolL  r. 

535.  Cum  igitur  ^7^—  fit  integrabile  fi  r 

fcciit  R =:/•*>  fcu  R erit  etiam  haec 

fbc- 
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ii  i Jj c.  t_ 

formula  1 — integrabilis,  quae  ita  repraefcntari 


potcft 


i +•/: 

dt.dvf.i  fd  t fiu. 

T + J- ) 


, \bi  littera  / denotat 


*+/*(/ T“/t) 
fundioncm  quamcunque  quantitatis  fuffixae. 

Coroll.  2. 

53 6.  Ponatur  t~1T  ct  «r~V»  atque  haec 
formula : 

erit  per  fe  integrabilis.  Quare  pofito  R =?/:(/ t-/^) 
^ erit  per  fe  integrabilis,  quae- 


d x ■ 


R d 


• RY 


haec  formula 

cunque  fundio  fit  X ipfius  at  , ct  Y ipfius  j'. 

Coroll.  5. 

537.  Quare  fi  quaerantur  funftiones  P et  Q, 
vt  haec  aequatio  Pf/je-t-Q^rz: o fiat  integrabilis, 
fi  diuidatur  per  PX-f-QY  exiftente  X fundionc 
quacunque  ipfius  x , et  Y ipfius  j , debet  e£Te 

£=?  fund.(/-ir-/T)- 

Coroll.  4. 

538.  Quare  fi  figna  (J)  et  fundiones  quas- 
cunque indicent , fueritque 

p =14>(/x*-/¥)  et  Q L=t'K/1r-/V) 

c c c 2 haec 
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haec  aequatio  ¥dx-\-Qdy  — o integrabilis  reddetur 
li  diuidatur  per  PX-t-QY.  * 

Sch  olion. 

539-  Hinc  ergo  innumerabiles  aequationes  pro- 
ferri potiunt  , quas  integrare  licebit , etiamfi  alio- 
quin  difficillime  pateat , quomodo  eae  ad  feparatio- 
nem  variabilium  reduci  queant.  Verum  haec  jnue_ 
ftigatio  proprie  ad  librum  fecundum  Calculi  Intcgra- 
lis  eft  referenda  , cuius  iam  egregia  fpecimina  hic 
habentur ; definiuimus  enim  fundtionem  R binarum 
variabilium  x et  y ex  certa  conditione  inter  M et  N 
propofita  fcilicet  M.r-1-Ny-o  feu  -0 

hoc  eft  ex  certa  differentialium  conditione.  * * 


CAPVT  IV. 
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CAPVT  IV- 

» . . ' . {,,•  i 

D E 

INTEGRATIONE  PARTICVLARI 

AEQVATIONVM  D1FFERENTIAL1VM. 

•'  ..  _ 

. , . \ 

Definitio. 

540« 

Inte^rdle  particulare  aequationis  differentialis  eft  re- 
latio variabilium  aequationi  fatisfiicicns  , quae 
nullam  nouam  quantitatem  conflantem  in  le  com- 
plebitur. Opponitur  ergo  integrali  completo,  quoi 
conflantem  in  difftrcntiali  non  contentam  inuoluit , 
in  quo  tamen  contineatur  neceffe  eft. 

Coroll.  1. 

541.  Cognito  ergo  integrali  completo,  ex  eo 
innumerabilia  integralia  particularia  exhiberi  poflunt, 
prout  conflanti  illi  arbitrariae  alii  atque  alii  valores 
determinati  tribuuntur. 

Coroll.  2. 

$42.  Propofita  ergo  aequatione  differentiati 
inter  variabiles  x et  y , omnes  funbiones  ipflus  x , 
quae  loco  y fubftitutac  aequationi  fatisfaciunt , da- 
bunt integralia  particularia  , nili  torte  fint  completa. 

C c c 3 Coroll.  3- 
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C O r O 1 I.  5.  .. 

543.  Cum  omnis  aequatio  difierentialis  ad 
hanc  formam  — V reuocctur , exiftente  V fun- 
dtione  quacunque  ipfarum  x et  y , (1  ciusmodi  con- 
flet relatio  iuter  x et  y , vnde  pro  et  V reful- 
tent  valores  aequales , ea  pro  integrali  particulari 
erit  habenda. 

Scholion  1. 

544.  Interdum  facile  efl  integrale  particulare 
quafi  diuinatione  colligere ; veluti  fi  propofita  fit 
haec  aequatio 

aady-\-yydx~aadx-+-xydx» 

Statim  liquet  ei  fatisficri  ponendo  y~x  , quae  re- 
latio cum  non  folum  nullam  nouam  conflantem  , 
fed  ne  eam  quidem  a , quae  in  ipfii  aequatione  dif- 
fcrentiali  continetur  , implicct , vtique  eft  integrale 
particulare : vnde  nihil  pro  integrali  compluo  colli- 
gere licet.  Saepe  numero  quidem  cognitio  integra- 
lis  particularis  ad  inuentionem  completi  viam  pate- 
facit, quemadmodum  in  hoc  ipfo  exemplo  vfu  venit, 
in  quo  fi  ftatuamus  y— ar-f-c  fit 

«adx-\-aadz-\-xx  d a' -4-  2 xzdx~\-z  zd  x~aa  d x 

-+-xxdx~\-xzdx 

fcu  aadz-\-xzdx-\-zzdx—o 

quae  aequatio  pofito  z — a-^  abit  in  hanc 
dv yr—dx 

quae 
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quae  per  e ' — £-aj  multiplicata  fit  integrabili»  T 

et  dat : 

-I*  -XX  XX  -XX 

eiz “ v~f etaddx  feu  vrre=aa  f e*aa  dx 

quod  ergo  eft  maxime  tranfeendens , cnm  tamen 
fimpl  ciflimum  illud  particulare  inuoluat : fcilicet 

-XX 

fi  conflans  integratione  fe>aJdx  inueda  fumatur  in- 
finita, fit  vrrcvj  et  z~o  vivde  y=zx.  Interdum 
autem  integrale  particulare  parum  iuuat  ad  comple- 
tum inuefligandu  n , veluti  fi  habeatur  haec  aequatio 

a dy  -\-y'dx  — a dx-\-x'  dx 

cui  manifefto  fatisfacit  y — x,  polito  autem  y~x-\-x 
prodit 

a dz- 1-  axxzdx  -4-  3 xzzdx-j- z'dx  o 

cuius  relolutio  haud  facilior  videtur  , quam  illius, 

Scholion  2. 

545.  In  his  exemplis  integrale  particulare 
ftatim  in  oculos  incurrit , dantur  autem  cafus  qui- 
bus difficilius  pcrfpidtur ; et  quanquam  raro  inde 
via  pateat  ad  integrale  completum  perueniendi , ta- 
men faepe  numero  plurimum  interefl  integrale  par- 
ticulare nofle  , cum  co  nonnunquam  totum  negotium 
confici  polfit  lam  enim  animaduertimus  in  omni- 
bus problemat;bus , quorum  folutio  ad  aequationem 
differcntialcm  perducitur  , conflautem  arbitrariam 

per 
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pcr  integrationem  inuctfam  ex  ipfis  conditionibui ' 
cuique  problemati  adiundtis , determinari  , ita  vt 
lemper  intcgrali  tantum  particulari  fit  opus;  quare 
fi  cucniat , vt  hoc  iplum  iutegrale  particulare  co- 
gnofei  polii t , fine  fubfidio  completi  , lolutio  pro- 
b. ematis  exhiberi  poterit  , etiamfi  integratio  aequa- 
tionis (fifFerentialis  non  fit  in  porcftate.  Quibus  ergo 
cafibus  fine  integratione  vera  folutio  inueniri  eft 
cenlenda;  propterca  quod  proprie  loquendo  nulla 
aequatio  dilfercntialis  integrari  txiftimatur,  nifi  eius 
integrale  completum  aflignetur.  Quocirca  vtile  erit 
eos  cafus  perpendere,  quibus  integrale  particulare 
exhibere  licet. 


Scholion 

t J 

Maximi  autem  eft  momenti  hic  ani- 
maduertifie  , non  omnes  va'ores  aequationi  cuipiam 
diffcrentiali  fiitisfacientes  pro  eius  intcgrali  particulari 
haben  pofle.  Veluti  fi  habeatur  haec  aequatio 


dy — vt  a — *>  > Icu  ** — V(a—x)  pofito  x—a  fit 
tani  > (o— x)  o quam  o , ita  vt  aequatio 
X — a ilii  dilTercntiali  latisfiiciat , cum  tamen  ne- 
quaquam eius  fit  integrale  particulare:  Integrale 

namque  ^ completum  cft  j — C-  2 V (a-x)  fcu 

vndc  quicunque  valor  confianti  C 
tribuatur,  nunquam  lequitur  a — x — o.  Simili 

podo  huic  aequationi  tafacit 

b,cc  aequatio  fimta  xx+yy-aa , q^M  imcr 
tutcgralia  particularia  aiiniuti  nequit,  propterca  quod 

in 
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in  integrali  completo  y = C -1-  V ( XX  -\-yy— na)' 
neutiquam  continetur.  Quare  ad  integrale  particu- 
lare non  fufbcit,  vt  eo  aequationi  differentiali  fatis- 
fiat  , fcd  inluper  hanc  conditionem  adiungi  oportet , 
▼t  in  integrali  completo  contineatur ; ex  quo  inue- 
fligatio  integralium  particuliarium  maxime  cft  lu- 
brica , nifi  fimul  integrale  completum  innotefeat; 
hoc  autem  cognito  fupcruacuum  eflet  methodo  pe- 
culiari in  integralia  particularia  inquirere.  Tum 
enim  potiflimum  iuuat  ad  inuelligationem  integra- 
lium particularium  confugere,  quando  integrale  com- 
pletum elicere  non  licet.  Quo  igitur  hinc  frudtum 
percipere  queamus,  criteria  tradi  conueniet,  ex  qui- 
bus valores , qui  aequationi  cuipiam  differentiali  fa- 
tisficiunt , diiudicare  liceat , vtrum  fint  integralia 
particularia , nec  nc  ? Etiamfi  fcilicct  omnia  inte- 
gralia fint  eiusmodi  Talores  , qui  aequationi  diffecen- 
tiali  fatisfaciant  , tamen  non  viciflim  omnes  valores, 
qui  fatisfaciunt  , funt  integralia.  Quod  cum  parum 
adhuc  fit  animaduerfum  , operam  dabo  , vt  hoc  ar- 
gumentum dilucide  cuoluam. 

Problema  jo. 

d x 

547.  Si  in  aequatione  differentiali 
fttnttio  Q cuanefcat  pofito  x—a  , determinare  qui- 
bus calibus  haec  aequatio  x~a  fit  integrale  parti- 
culare aequationis  differentiatis  propollue. 

D d d Solutio. 
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Solutio. 

Cum  fit  .,  pofito  x~a  fit  tam  ® 

^ quam  -j|— o , vnde  hic  valor  „v  — a aequationi  dif- 

ferentiali  propofirae  dy — ^ Ttiquc  fatisfacit,  neque 
tamen  hinc  fequitur  eum  dfe  integrale.  Hoc  folum 
fcilicet  non  fufficit,  fed  infuper  requiritur,  vt  aequatio 
X~a  in  integrali  completo  contineatur,  fi  quidem  con- 
flanti per  integrationem  inuctfae  certus  quidam  valor 
tribuatur.  Ponarr  us  ergo  P efle  integrale  formulae 
Xt  integrale  completum  fit  y— C— 1— P j cui  aequa- 
tioni ponendo  xeza  fatisficri  nequit , nifi  pofito 
'x~a  fiat  Ptrev»,  tum  enim  fumta  conflante  C pa- 
riter infinita  pofitione  x~a  quantitas  y manet  in- 
determinata , ideoque  fi  pofito  x — a-  fiat  P—  c\s  , 
tum  demum  aequatio  x~a  pro  integrali  particulari 
erit  habenda.  En  ergo  critcrium  , ex  quo  digno- 
fcerc  licet , vtrum  valor  r — a aequationi  differen- 
tiali  dy  — ^l  fatisfaciens  fimul  fit  eius  integrale  par- 
ticulare nec  ne  ? fcilicet  tum  demum  erit  integrale, 
fi  pofito  x~a  non  folum  fiat  Q—  o , fed  etiam 
integrale  P ab  at  in  infinitum.  Quod  quo 
clarius  exponamus,  quoniam  pofito  x — a fit  Qro, 
ponamus  Q—  [a  — x )nR  , denotante  n numerum 
quemcunque  pofitiuum  , et  cum  aequatio 

, d X dx 

y “ Q.  ““ 

induere 
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induere  queat  hanc  formam 

adx  (3 dx  - ydx  , 

FJP  ^ («-*)~  + * * ' " ' , R 

adx 

ratio  illius  infiniti  P pendebit  a termino  /jrfl_  vy» 

qui  fi  pofito  A*^r«  euadat  infinitus,  etiam  integrale 
p— erit  infinitum  , vtcunque  fc  habeant  reli- 

adx  o. 

qua  membra.  At  eft  f ^a_xy—  („-1)(a-x  )n~~ 

quae  expretfio  fit  infinita  pofito  x—a  , dummodo 
n— i fit  numerus  pofitiuus , vel  etiam  n~  i.  Quare 
dummodo  exponens  n non  fit  vnitate  minor,  pofito 
Q— (a  — tf^R  aequatio  x=a  pro  integrali  particu- 
lari erit  habenda. 

Coroll.  i. 

548.  Quoties  ergo  pofito  Q—  [a— a)"R  ex- 
ponens n eft  vn itate  minor,  aequationi  dy—-£  non 
conuenit  integrale  particulare  arra , etiamfi  hoc 
ipodo  aequationi  diffcrentiali  fatisfiat. 

Coroll.  2. 

549.  Si  exponens  n eft  vnitate  minor  , for- 
mula -fit  infinita  pofito  r=a;  vnde  nouum  cri- 
terium  adipifcimur  : Scilicet  propofita  aequatione 
d yzz^r  1 fi  pofito  x~a  fiat  quidem  Q~ o , at 

tum  valor  x=z a non  eft  integrale  particulare  illius 
aequationis. 


D d d a 
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Coroll.  3. 

550.  His  igitur  cafibus  exdufis  aequationis 
vbi  pofito  x—a  fit  Q— o , iutegrale  par- 
ticulare femper  erit  x~a  , nifi  eodem  cafu  j,-— « 
fiat  “nhz:  00;  hoc  eft  quoties  y alor  formulae  fue- 

rit yel  finitus  yel  cuanefcat. 

Scholion  r. 

55i-  Haec  condufio  inuerfioni  prppofitionum 
hypotheticarum  innixa  licet  videri  queat  lufpeda  ac 
regulis  Logicae  aduerfa  , verum  totum  ratiocinium 
regulis  apprime  eft  confentancum  , cum  a fublation* 
confequentis  ad  fublationem  antecedentis  concludat. 
Quoties  enim  pofito  Qzr(a— exponens  n eft 
vnitate  minor,  toties  fit  — co  pofito  x ~a.  Quar» 
fi  pofito  x — a non  fiat  00  , ideoque  cius  valor 
vel  finitus , vel  euanefeat , tum  certe  exponens  n 
non  eft  vnitate  minor  , erit  ergo  vel  maior  vnitatrf 
vel  ipfi  aequalis  , vtroque  autem  cafu  integrale 
P — / a P°fito  xz5a  fit  infinitum,  ideoque  aequa- 
tio x—a  eft  integrale  particulare.  Quare  fi  in  ae- 
quatione diftcrentiali  dy  — g pofito  x=a  fiat  Qro, 
examinatur  valor  pro  cafu  x—a  , qui  fi  fuerit 
vel  finitus  vel  euanefeat,  aequatio  xzza  eft  inte- 
grale particulare  $ fin  autem  is  fit  infinitus , ca  in- 
ter integralia  locum  non  habet , ctiamfi  aequationi 
diftcrentiali  fatisfiat.  Eadem  regula  quoque  locum 

habet , 
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habet  , fi  aequatio  differentialis  fuerit  huiusmodi 
iy—^—  feu  ac  pofito  xzza  fiat  Q — o , 

quaecunque  fuerit  P futufiio  ipfarnm  x et  y ; quin 
etiam  necefle  non  eft  , vt  Q fit  fun<ftio  folius  va- 
riabilis x , fed  fimul  alteram  y vtcunque  implicare 
poteft. 

Scholion  2. 

55».  Demonftratio  quidem  inde  eft  petita, 
quod  quantitas  Q,  quae  pofito  tra  euanefeit , 
fa&orem  implicet  poteftatem  quampiam  ipfius  a-x , 
quod  in  fundionibus  algebraicis  eft  manifeftum.  Ve- 
rum in  fundtionibus  tranfeendentibus  eadem  regula 
locum  habe't*,  cum  poteftate  talibus  dignitatibus  ae- 
quiualeant.  Veluti  fi  fit  dy~nr~ra » vbi  Qp/x-Ia—l~t 
fitque  Q:=o  pofito  x—a  , quaeratur  ■ff'— * , quae 
formula  cum  non  fiat  infinita  pofito  x~a , inte- 
grale  particulare  trit  x —a.  Quod  etiam  valet  pro 
aequatione  dy  — ryz~Ta  > dummodo  P non  fiat  — o 
pofito  x — a Sit  enim  P=*  , erit  integrando 
y — C-W(Av  — la)  et  f~~ey~c.  Sumta  iam  con- 
flante C — c\3  fit  /}  — o ideoque  x—a  , quod  ergo 
efl  integrale  particulare.  Simili  modo  fi  fit 
* - 

dy  — Ydx  : — e) , vbi  Q=:<?«  — e ideoque  pofit® 

X 

x — a fit  Q— o;  quia  ‘e*’,  hineque  poGto  x~a 
fit  > erit  x—a  etiam  integrale  particulare. 

X 

Sumatur  P — e*  vt  integratio  fuccedat , et  quia 

Ddd  3 y— C 
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j — C-\-al[ea  — e) , hincque  ea—e-\-e  « flatuatur 

# %.  * * 

Crr cv>  , erit  e*— e,  idcoque  x~a,  quod  ergo 
manifefto  eft  integrale  particulare. 

Exemplum  i. 

553.  Propofita  aequatione  differentia!}  dy~  ^e, 
in  qua  S euanefeat  poftto  x~a  , </#»>*  , ?«/- 

£ax  aequatio  x~ a ejl  eius  integrale  particulare. 

Cum  hic  fit  VS  = Q_,  erit  dQ_—~*s  : ergo 
vt  integrale  particulare  fit  x~a , necefle  eft,  vt 
pofito  x~a  fiat  sf-— rrftVs  quantitas  finita.  Hinc 
eodem  cafu  quantitas  5^»-  fieri  debet  finita , vnde 
cum  S euanefeat , etiam  ac  proinde  euane- 
fcere  debet:  Tum  autem  pofito  x~a  illius  fiadionis 
valor  eft  = 'a^  » quem  ergo  finitum  efie 

oportet,  vel  ~o.  Quare  vt  aequatio  X—a  fit  in- 
tegrale -particulare  aequationis  propofitae  , hae  con- 
ditiones requiruntur,  primo  vt  pofito  x~a  fiat 
S-o.  Secundo  vt  fiat  jj~o,  ac  tertio  vt  huius 
formulae  dxi  valor  prodeat  vel  finitus,  vel  =0, 
dummodo  ne  fiat  infinite  magnus.  Si  S fit  fundtio 
rationalis  hacc  eo  redeunt , vt  S fuftorem  habeat 
(a— x)2  vel  poteftutem  altiorem. 


Scholion. 
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Scholion. 

554.  Ilaec  refolutio  vfum  habet  in.  motu 
corporis  ad  centrum  virium  attrafti  diguofcendo , 
num  in  circulo  fiat.  Si  euim  diftantia  corporis  a 
centro  ponatur  zz:i*,  et  vis  centripeta  huic  diftantiac 
conueniens  —X  pro  tempore  t talis  xcperitnr  ae- 
quatio — Va xx f x dx~)  , A-bi  E eft  con- 

flans per  praecedentem  integrationem  ingrefla  , cuius 
valor  quaeritur  , vt  hinc  aequationi  fatisfaciat  valor 
x — a,  quo  cafu  corpus  in  circulo  reuoluetur.  Hic 
ergo  eft  SrrE**-— c*  — zaxx/Xdx,  vel  fumi  poteft 
S— E — ~—2a.fX  d x.  Non  folum  ergo  haec 
quantitas,  fcd  etiam  eius  differentiate  i«X 

-cuancfcere  debet  pofito  X — a,  neque  tamen  diffe- 
rentio-differentiale  — in  infinitum 

abire  debet.  Inde  ergo  conflans  a erit  valor  ipfius  ar, 
ex  hac  aequatione  ax’X  — c*  refultans  , qui  eft  ra- 
dius circuli , in  quo  corpus  rcuolui  poterit , dum- 
modo conflans  E , a qua  celeritas  pendet  , ita  fuerit 
comparata,  vt  pofito  x~a  fiat  Errf^H-2 afXdx; 
•nifi  forte  eodem  cafu  expreflio  -4-  feu  (al- 

tem haec  fiat  infinita.  Hoc  enim  fi  eueniret 
motus  in  circulo  tolleretur  ; ad  quod  offendendum 

ponamus  X — b-\-V{a— x ) , vt  — — TTfTZTFy 
fiat  infinitum  pofito  x~a,  et  aequatio  «rXzc*  da- 
bit a a bzc*.  Tum  vero  ob 

S • 

/Xdx—bx—^a—xY  erit  E-a-ab^zaab-^  aab 

noftra- 
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noftraque  aequatio  fit 
dl~ 


xdx 


V(za.abxx-aab- zabx' -t-t<xxx(a-x)‘) 
cui  xalor  x — a certe  non  conucnit  tanquam  inte- 
grale.  Fit  enim 

S—a[a-x)(-aa  b-abx-\-zbxx-\-\xxV(a-x)) 

cuius  fa<3or  cum  non  fit  (a-x)  fcd  tantum  ( a-x ) , 
integrale  particulare  at— a locum  habere  nequit. 


Exemplum  2. 

555.  Propojita  aequatione  differentiati  dy= 


Pdx 

n 9 

vsm 

in  qua  S euanefeat  pofito  x=a,  inuenire  cafut  quibur 
integrale  particulare  ejt  xtra. 

Cum  fiat  S = o pofito  x~a  , concipere  licet 

n Xm  m 

S— (c-at)xR,  eritque  denominator  VSm-(a-x) " R", 
■vnde  patet  aequationem  x~a  fore  integrale  parti- 
culare aequationis  propofitae  , fi  fuerit  ~ numeru» 
pofitiuus  -vnitate  maior  , (eu  faltem  vnitati  aequalis, 
hoc  efl,  fi  fit  mc\  vel  quae  diiudica- 

tio  fi  S fit  fun&io  algebraica  , facillime  inftituitur. 
Sin  autem  fit  tranfeendens,  vt  exponens  X in  nume- 
ris exhiberi  nequeat , yti  licebit  altera  regula ; fcili- 


*et,  cum  fit  VSm  — Q.,  erit 


m S * d S 
ndx 


cuius 

valor 
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ralor  debet  ede  finitus  vel  nullus  pofito  x — a , fi- 
qui  .em  integrale  fit  x~a.  Sit  igitur  quoque  ncccfie 

, . S*-VS" , 

elt  hoc  calu  quantitas  — -j^n — finita.  Quaeratur  ergo 

huius  formulae  valor  cafu  x~a,  qui  fi  prodeat 
infinite  magnus  , aequatio  a*~<7,non  erit  integrale, 
fin  autem  fit  vel  finitus  vel  nullus  , erit  ea  certe 
integrale  particulare  aequationis  propofitae.  flic  duo 
conftitucndi  funt  cafus  , prout  fuerit  vel  m)>n  vel 
m <J». 


I.  Si  w/>»,  quia  pofito  .vra  fit  niti 

eo.lcm  calu  fiat  ~ — oo  certe  erit  x~a  integrale.  Sin 

autem  fiat  , vtrumque  euenire  potell , vt  fit 

integrale  et  vt  non  fit.  Ad  quod  dignofeendum  po- 

. Sa- 
natur vt  noitra  formula  cuadat  , cuius 

tam  numerator  , quam  denominator  cuanclcit  pofito 
x~ a,  ex  quo  cius  valor  reducitur  ad 

( m - n ) Sm-n—  dS  Sm-—'  d$'+' 

nTn—  dT  - ~~  ndx*ddS 


qui  fi  fit  vel  finitus  vel  nullus,  integrale  erit  x~a. 
Simili  modo  vlterius  progredi  licet  dillinguendo  ta- 
fus  /«>«-+-!  et 


II.  Si  m<»  , 


formula  nollra  erit 


_dS'__ 
Sr-”‘dxn  * 


cuius  valor  vt  fiat  finitus  , ncccfie  eft  vt  fit  ^z~o, 
ac  praeterea  , quia  numerator  ac  denominator  pofito 

Eee  x—a 
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xzza  euanefcit , formulae  noftrae  valor  erit 
ndSn~'ddS  _ ndSn-'ddS 
~ (n-m) ' dS d xn  ~~  (, r. - m )Sn-m—d x' 1 
quem  finitum  efle  oporctt.  * 

Facillime  autem  iudicium  abfoluetur  ponendo 
ftatim  a.4— a -f-  co,  cum  enim  pofito  x~a  fiat  S~o, 
hac  fubftitutionc  quantitas  S lemper  refolui  poterit 
in  huiusmodi  formam 

P co“  Qco®3  R co*  -4-  etc. 

cuius  tantum  vnus  terminus  Pco*  infimam  poteftatem 
ipfius  co  compleftens  fpedetur ; ac  fi  fuerit  vel  a~s 
vel  a>s»  aequatio  x~a  certe  erit  integrale  par- 
ticulare. 

Scholion. 


5 5 <J.  Haec  vltima  methodus  cft  tutifiiina , ac 
femper  etiam  in  formulis  tranfccndentibus  optimo 
fucceflli  adhiberi  poteft.  Scilicet  propofita  aequa- 
tione dyzz.v-^j*  , in  qua  pofito  x — a fiat  Q,—  o , 
neque  vero  etiam  numerator  P euanefeat : ftatuatur 
x raf  o),  et  quantitas  co  fpeftetur  vt  infinite  paruaj 
vt  omnes  eius  poteftatcs  prae  infima  euanefeant , at- 
que quantitas  Q huiusmodi  formam  Rcox  accipiet, 
ex  qua  patebit  nifi  exponens  X vnitate  fuerit  mi- 
nor, aequationem  x ~z?a  certe  fore  integrale  par- 
ticulare aequationis  propofitae.  Veluti  fi  habeamus 
dx 

r cuius  denominator  euanefeit 


V ( i +cof. y)  T 


fumto 
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fumto  x~a  ob  cof  7rr - 1 , ponamus  xra-u,  erit 
cof.  r—  cofi  ( 7f — ~*) ~ — 1 -4-  ob  u infinite 

paruum  , hinc  noftrae  aequationis  denominator  fiet 
= * Tnde ' concludimus  integrale  particuare  vti- 

que  efle  x—a.  Non  autem  foret  integrale-  huius 

d x 

aequationis  dy  rz  . 

V(i  + cof.i*j 

Problema  j\. 

557-  Propofita  aequatione  differentiali , in  qua 
rariabiles  funt  a fe  inuicem  feparatae  , inuefiigare 
eius  integral.a  particularia. 

Solutio. 

Sit  propofita  haec  aequatio  ^ ^ , in  qua  X 

fit  fundio  ipfius  x , et  Y ipfius  y tantum.  Ac 
primo  ponatur  Xrro  indeque  quaerantur  valores 
ipfius  x , quorum  quisque  fit  x~a  , ita  vt  pofito 
xzzv  , fiat  X = oj  tum- examinetur  valor  formu- 
lae pofito  x~a,  qui  nifi  fiat  infinitus,  aequa- 
tionis propofitae  integrale  particulare  certe  erit  orza. 
Vel  ponatur  x~ a-j-w,  Ipedando  a vt  quantita- 
tem infinite  paruam  , ac  fi  prodeat  X = Pa)x,  ex- 
ponens A,  nifi  fit  vnitate  minor,  indicabit  integrale 
x=za;  fin  autem  fit  vnitate  minor,  aequatio  x~a 
pro  integrali  non  erit  habenda. 

Simili  modo  examinetur  alterius  partis  deno- 
minator Y -qui  fi  euanefeat  pofito  y—b , hocqtie 

E c e a cafu 
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cafu  formula  ~y  non  fiat  infinita  , aequatio  r — b 
erit  intcgralc  particulare  ; quod  ergo  etiam  cucnit  , 
fi  pofito  y — b- f u,  prodeat  Y~Qux,  vbi  expo- 
nens X vnitate  non  fit  mitior. 

Coroll.  i. 


55  8.  Nifi  ergo  membra  aequationis  lc  parata* 
flierint  frattiones , quarum  denominatores  certis  cali- 
bus  euanefeant,  huiusmodi  intcgralia  particularia  noa 
, dantur  ; nifi  forte  in  tali  aequatione  Vdx  — Qdy  , 
fadores  P et  Q certis  cafibus  fiant  infiniti  , qui 
autem  cafus  ad  praecedentem  facile  reducitur. 


Coroll.  2. 


5 5 9-  Veluti  fi  habeatur  </x*tang.^  — 
primo  quidem  integralc  particulare  eft  — b,  tum 
vero  quia  pofito  xzza  fit  tang.pfrsv,  prius  mem- 


brum ita  exhibeatur 


dx 

cot.  — * 


cuius  denominator 


pofito  xzza-u  fit  cot.  tang. H n , vbi 

cum  exponens  ipfius  oj  vnitate  non  fir  minor  , ae- 
quatio x~a  erit  quoque  integrale  particulare. 


Coroll.  3. 

5<Jo.  Hinc  ergo  interdum  pro  eadem  aequa- 
tione duo  pluraue  integralia  particularia  afiignari 
poflunt.  Veluti  pro  hac  aequatione  ^—  = 1^  in- 
• tegralia  particularia  funt  a—x~ o et  b~j— o , 

qua* 
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quae  et'.im  ex  intcgrali  completo  (a-x)m  = C[b-j)' 
«onfequuntur , illud  filracndo  C — o , hoc  ver» 
1 umendo  C“c\j. 

Coroll.  4. 

561.  Simili  modo  huius  aequationis 
quatuor  dantur  integralia  particularia  a-\-x~  o ; 
a — x—  °;  :o  j b—y  — o.  lutegralc  comple- 

tum vero  eft  "/^riC-4 fcu  (~  )m=C(^)\ 
vel  {a+x)  ‘(b-y)'—Q{a-x)n{b-\-y)m  , vnde  illa 
fponte  fluunt. 

Coro  11.  5. 


P dx 

562.  Hinc  patet  fi  fuerit  dy~- — ■* ^ 

J (a+x,\b+xf/i-+xj» 

integralia  particularia  fore  a-\-x  — o , b-\-xz=  o , 
«■-i-arrro  , fi  modo  exponentes  a , (3  , y etc.  non 
fuerint  vnitate  minores.  Quare  11  Q fit  fundio  ra- 
tionalis i pfi us  x,  propofita  aequatione  dy~?-jf-  omnes 
fodores  ipfius  Q nihilo  aequales  pofiti  praebent  ia- 
tegralia  particularia. 


Scholion  i. 

» 

5<*3-  Hoc  etiam  pro  fadoribus  imiginariis  va- 
let , etiamfi  inde  parum  lucri  nancifcamur.  Si  enim 
propofita  fit  aequatio  dy  — a— > ex  denominator® 
a a—hxx  oriuntur  integralia  particularia  X—aV-i 
et  x—~ aY  — 1 , quae  ex  intcgrali  completo,  quod 
•ft  ^^C-4-Ang.tang.^  minus  fequi  videntur.  Verum 
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pofito  X~aV—  i notandum  eft,  efle  Ang.tang.V-i 
— coV—  i,  vnde  fi  conflanti  C fimilis  forma  figno 
contrario  aifcfta  tribuatur , altera  quantitas  y manet 
indeterminata,  etiamfi  ponattir  x~aV—  i , quae 
pofitio  propterea  pro  integrali  particulari  eft  habenda. 
Eft  enim  in  genere  Ang.tang  u V- 1 
vnde  pofito  u — -f- 1 vel  u~  — i , prodit  roV'— i , 
quod  infinitum  in  caufa  eft , vt  intcgralsa  alfignata 
locum  habeant.  Quocirca  in  genere  affirmare  licet, 
fi  fuerit  dy , denominatorque  Q fa&orem  Ha- 
beat (a-f-a*)x,  cuius  exponens  X vnitate  non  fit  mi- 
nor , femper  aequationem  n-f-xzro  fore  intcgrale 
; particulare.  Sin  antem  X fit  vnitate  minor  ctfi 
pofitiuus  , non  erit  intcgrale  particulare, 

etiamfi  pofito  xzx.—a  aequationi  diffcreutiali  fatis- 
feciat. 

Scholion  2. 

554.  Infigne  hoc  eft  paradoxon  a nemine  ad- 
huc , quantum  mihi  quidem  conflat , obferuatum  , * 
quod  aequationi  difierentiali  eiusmodi  valor  (atisfacere 
queat , qui  tamen  crus  non  fit  intcgrale;  atque  adeo 
vix  patet , quomodo  haec  cum  lolita  intcgralium  idea 
conciliari  poflint  Quoties  enim  propofita  aequatione 
difierentiali  eiusmodi  relationem  variabilium  exhibere 
licet , quae  ibi  fubftituta  fatisfaciat,  fcu  aequationem 
identicam  producat , vix  cu:quam  in  mentem  venit 
dubitare  , an  illa  relatio  pro  integrali  faltcm  parti- 
'CUlafci  'fir  habenda  , cum  tamen  hinc  prociiue  fit  in 
• errorem 
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trrgfcm  delabi.  Vcluti  ctiamfi  huic  aequationi 
iy  V [aa  — xx  — jj)~  xcfx-\-j dy  fatisfaciat  haec  ae- 
quatio finita  xxr+-yy~aa,  tameu  enormem  errorem 
committeremus,  fi  eam  pro  integrali  particulari  ha- 
bere vellemus  , proptcrca  quod  ea  in  integrali  com- 
pleto j-=zC—  V(aa— xx— jv)  ncutiquam  contine- 
tur. Quamobrem  etfi  omne  integrale  aequationi 
differentiali  fatisfacerc  debet  , tamen  non  viciflim 
concludere  licet , omnem  aequationem  finitam  , quae 
fatisfaciat,  eius  cfle  integrale ; verum  praeterea  re- 
quiritur , vt  ca  certa  quadam  proprietate  fit  prae- 
dita , cuiusmodi  hic  expofuimus , et  qua  demum 
efficitur,  vt  in  integrali  completo  contineatur.  Hoc 
autem  minime  aducrlatur  verae  integralium  notioni, 
quam  hic  flabiliuimus , neque  huiusmodi  dubium 
vnquam  in  integralia  per  certas  regulas  inuenta  ca- 
dere poteff ; fed  tantum  in  eiusmodi  integralibus , 
quae  diuinando  quafi  lumus  aflccuti  , locum  habet. 
Saepe  numero  autem  , quando  integratio  non  fucce- 
dit  , diuinationi  plurimam  tribui  folct  , tum  igitur 
maxime  caucn  ium  eff  , ne  relationem  quampiam 
latisficicntem  temere  pro  integrali  particulari  pro- 
feramus. Quod  cum  iam  in  aequationibus  feparatis 
fimus  affecuti  , quomodo  in  omnibus  aequationibus 
differcntialibus  huiusmodi  errores  vitari  oporteat , fe- 
dulo  inucftigemus. 


Proble- 
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Problema  72. 

565.  Si  quaepiam  relatio  inter  binas  "varia- 
biles (atisfaciat  aequationi  differentiali , definire  vtrum 
ca  fit  integrate  particulare  ncc  ne  ? 

Solutio. 

Sit  P dx  ~ Qdy  aequatio  difflrentialis  propo- 
fita  , vbi  P ct  Q fint  fundiones  quaecunque  ipla- 
rum  x et  y , cui  latisfaciat  relatio  quaepiam  inter 
x ct  y , cx  qua  fiat  _y  — X,  fundioni  fcilicet  cui- 
dam ipfius  x,  ita  vt  fi  locoj'  \bique  feribatur  X- 
reuera  prodeat  Vdx—Qdy  fcu  — 3.  Quaeritur 
ergo  Ttrum  hic  valor  > — X pro  intcgrali  aequa- 
tionis propofitae  haberi  poffit  nec  ne  ? Ad  hoc  di- 
judicandum ponatur  .y—X  + co  , fietque 
■vbi  notetur  fi  effet  co  — o,  fore  Quare 

ob  o expreflio  £ hac  fubflitutione  reducetur  ad  £§ 
vna  cum  quantitate  ita  per  co  affeda  , vt  euanefeat 
pofito  uro.  In  hoc  negotio  fufficit  co  \t  parti- 
culam infinite  paruam  fpcdafic , cuius  ergo  potc- 
flatcs  altiores  prae  infima  negligere  liceat.  Ponamus 
igitur  hinc  fieri  ^ — j*+Scox,  habebiturque  <ox 

d 10  t ■ 

feu  — S dx.  Ex  fuperioribus  iam  perfpicuum 
(0 

eft  tum  demum  fore  X intcgrale  particulare, 
feu  co  — o cum  exponens  X fuerit  \nitati  aequalis 
■vel  maior : fimilis  enim  hic  eft  ratio  ac  fupra,  qua 

requi- 
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requiritur,  vt  integrale  / Sdx—f fiat  infinitum 

cafu  propofito  , quo  uro,  hoc  autem  non  eucnit, 
nifi  X fit  vnitati  aequalis,  -vel  £>1.  QuodG  ergo 
aequationi  P</jrr:Q//y  fcu  fatisfaciat  valor 

J-X,  ftatuatur  ^rX  + ui  , fpedata  particula  oj  infi- 
nite parua  , ct  inueftigetur  hinc  forma  £ — d^  + Sciix, 
ex  qua  nifi  fit  X-<i  concludetur,  illum  valorem 
y~X  efle  integrale  particulare  aequationis  pro- 
pofitae. 

Scholion. 

5 66.  Cum  oj  tradetur  vt  quantitas  infinite 
parua,  valor  ipfius  ^ pofito  per  diffe- 

rentiationem  commodiflime  inucniri  pofle  videtur. 
Cum  enim  ^ fit  fundio  ipfarum  x et  y , ftatua- 
mus  M , et  quia  pofito  y — X 

fradio  $ abit  in  jf  per  hypothefin  , fi  loco  y feri- 
batur  X-t-co  , ca  in  tranfibit , vnde  ob 

exponentem  ipfius  ci  vnitatem  fcqueretur , aequa- 
tionem y — X femper  cfll*  integrale  particulare,  quod 
tamen  lecus  euenire  poteft.  Ex  quo  patet  difleren- 
tiationem  loco  fubftitutionis  adhiberi  non  pofle;  quod 
quo  clarius  oflendatur,  ponamus  efle  V(  y-X)+~- 
■vnde  pofito  pX+  co  manifeflo  oritur  |*+V  u. 
At  differentiatione  vtentes  ponendo  d.  M 
fiet  N zz  ; y :>'_~x7  » hineque  S+Nu,  quae 
expreflio  ab  illa  dilcrepat.  Illa  lcilicct  aequationem 

Fff  y-X 
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f~X  ex  integralium  numero  rcmouet  , haec  rei» 
admittere  videtur.  Verum  et  hic  notandum  dt 
quantitatem  N ipfam  potcftatem  ipfius  w negatiu* 
inuoluere ; vnde  potcftas  iii  deprimatur.  Quare  ne 
hanc  rationem  fpedtare  opus  fit , femper  praeftac 
vera  fubftitutione  vti  , differentiatione  fepofita.  Hoc 
obferuato  haud  difficile  erit  omnes  valores  , qui 
aequationi  cuipiam  diffcrentiali  fatisfaciunt  , diiudi- 
care , vtrum  fint  vera  integralia  nec  ne  ? 

Exemplum  i. 

557.  Cum  huic  aequationi  dx(  r -y^^dyf  1 -x"1]* 
marufeflo  fatis  faciat  y — x , vtrum  fit  eius  integrale 
particulare  nec  nel  definire, 

Ponatur  y~  .r-f-o) , et  fpc&ato  u vt  quantitate 
minima, eft  y'nzxm-\-mxm~'u,  et  ( 1 -xn-mxn‘~ ru)" 
— ( 1—  ;rm)n  — mnxm~'ut{i  — xm)a~ 'y  vnde  aequatio 
dy  (1  — ym)a  r du  mnxm—‘(ti 

dx  dx  i—xm  * 

du i tnnxm~'dx 

feu  — .zr — vbi  cum  u habeat  dimeo- 

ea  1 — a 

fionem  integram  , aequatio  y~x  certe  eft  integrale 
particulare  aequationis  differentialis  propofitae. 

Exemplum  2. 

558.  Cum  huic  aequationi  ady-adx-dxV(yy-xx) 
Jatisfaciat  valor  y — x ime  fligar  e > vtrum  it  fit  eius 
integrale  particulare  nec  ne  ? 

Ponatur 
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Ponatur  yz=  x -t-co  , et  fumta  o>  quantitate  in- 
finite parua  , cum  fit  V ( yj  — x x )—  V ixa  erit 
edu  — dxV 2xu  feu  ^~z=dx Vix.  Quoniam  igi- 
tur hic  d (i)  diuiditur  per  poteftatem  ipfius  u cuiu* 
exponens  eft  Tnitate  minor  , fequitur  valorem  y~x 
non  dic  integrate  particulare  aequationis  propofitae  # 
eriamG  ei  fatitfaciat.  Scilicet  fi  eius  intcgrale  com- 
pletum exhibere  liceret  , pateret , quomodocunquo 
conflans  arbitraria  per  integrationem  ingr.fla  defini- 
retur , in  ea  aequationem  y~x  non  contentum  iri. 

Scholion. 

5 69.  Hinc  noua  ratio  intelligitur  , cur  diiu- 
dicatio  integralis  ab  exponente  ipfius  <0  pendeat. 
Cum  enim  in  exemplo  propofito  faiflo 
prodeat  a-£~zulxV ax,  erit  integrando  aaV  ucC+^xV  zx. 
Verum  per  hypothefin  w eft  qnantitas  infinite  parua, 
hinc  autem  vtcunque  definiatur  conflans  C , quanti- 
tas ai  obtinet  valorem  finitum  , qui  adeo  quantum- 
vis magnus  euadere  poteft , quod  cum  hypothcfi 
aduerfetur , neccffario  fequitur  aequationem  x in- 
tegrale  efle  non  poflfc ; hocque  femper  euenire  de- 
bere , quoties  du  prodit  diuifum  per  poteftatem 
ipfius  o),  cu;us  exponens  vnitate  eft  minor.  Contra 
vero  patet,  fi  fafta  lubftitutione  expolita  prodeat 
— R^r,  vt  pofito  fRdx~ S fiat  /<i) ~ / C -4- /S  » 
feu  wr=CS  , fumta  conflante  C cuanefccntc  vtiqnc 
i pfitna  quantitatem  w euanefecre;  quod  idem  euenit 
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fi  prodeat  — ^ — Rdx  , exiftente  XJ>x.  Erit  enim 

(A- 'i)^~=C~S  fcu  (X-xJci^is^.Tiidi 

furnto  Czzcv) , quantitas  u reuera  fit  euanefeens,  vt 
hypothefis  exigit. 

Caeterum  aequatio  huius  exempli  pofito  X—pp-qq 
tt  y—  pp-\-qq  ab  irrational  itate  liberatur,  fitque 
utaqdqv=.\pq[pdp—qdq')  fiue  adqzxppdp—pqdq  , 
quae  nullo  modo  tra&ari  polfe  videtur  ; neque  ergo 
eius  integrale  completum  exhiberi  poteft.  Cui  ae- 
quationi cum  non  amplius  fatisfacit  x—y  fcu  q ro, 
hinc  quoque  concludendum  eft  valorem  y~x  noh 
efle  integrale  particulare. 

Exemplum  3. 

570.  Cum  huic  aequationi  aady-aadxrdx(yy-xx) 
fatisfaciat  valor  y~  x,  inueftigare , virum  is  ftt  eius 
integrale  particulare  nec  ne  ? 


Ponatur  y~x  -t-  u fpc&ata  u vt  quantitate 
infinite  parua  , et  ob  yy-xx~ixu  aequatio  noftra 
hanc  induet  formam  aadui-zxmdx  feu  ~~nxdx. 
Quia  igitur  hic  d io  diuiditur  per  poteflatem  primam 
ipfius  t»)  , aequatio  y~x  vtique  erit  integrale  par- 
ticulare aequationis  propofitac  y atque  adeo  etiam  in 
intcgrali  completo  continetur.  Hoc  enim  inuenitur 
ponendo  y— x-5-  quo  fit  t 


a*  i u 


-dxC~-'-~)  fcu  du+^-dx. 


ft  * 


Multi- 
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Multiplicetur  per  et  iutegralc  prodit 


4U 


eaau~ 


C-f -fpodx 


hineque 

xx  r» 

y — x—aac*  •:(C-\-fea  adx). 

Quodii  ergo  conflans  C capiatur  iufinita  , fit  j—g. 

Scholion. 

57i.  Si  in  hac  aequatione  vt  Cupra  ponatur 
X:==PP~‘}9  et  y-pp~\~9?  oritur  aadq -ppq{ pdp-qdq) , 
cui  fatisfacit  q—  o , vnde  cafus^rza:  nafeitur.  At 
fa<fla  hac  transformatione  difficulter  patet , quomodo 
eius  integrale  inueniri  oporteat.  Si  quidem  fupe- 
riorem  redudionem  perpendamus  r intelligemus  hanc 
aequationem  integrabilem  reddi  fi  multiplicetur  per 
/Pt  — iqr-.aa.y'  . quod  cum  pef  fe  haud  pjj. 

teat , confultum  erit  hac  fubftitutione  vti  pp-qq~rrf 
qua  fit  pp—qq-\-rr  et  pdp—qdq—rdr , vnde 
aequatio  abit  in  aadqziqrdr{qq-^rr) , feu  aj^~rdr+l^Lt 
quae  pofito  ~~  s facile  integratur.  Quoties  ergo 
licet  eiusmodi  relationem  inter  variabiles  colligere  , 
quae  aequationi  differentiali  fatisfaciat , hoc  modo  iu- 
dicari  poterit , vtrum  ea  relatio  pro  integrali  par- 
ticulari fit  habenda  nec  ne  ? Pro  inuentione  autem 
huiusmodi  integralium  particularium  regulae  vix 
tradi  poflunt ; quae  enim  habentur  regulae  aeque  ad 
integralia  completa  inuenienda  patent.  Ita  quae 
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fupra  circa  aequationes  feparatas  obferuauimus,  ob  id 
ipfum  quod  funt  feparatae  , via  fimul  ad  integrale 
completum  eft  patcfaVa.  Simili  modo  fi  altera  me- 
thodus per  fa&orcs  iuccedat , plerumque  ex  ipfis  fa- 
voribus , quibus  aequatio  integrabilis  redditur,  inte- 
gralia  particularia  concludi  pofliint ; quemadmodutu 
ia  lequentibus  propofitionibus  declarabimus. 

Theorema. 

572.  Si  aequatio  diflcrcntialis  P dx^-Qdy—9 
per  funVioncm  M multiplicata  reddatur  integrabilis, 
integrale  particulare  erit  M=o  , nifi  eodem  cafii 
P vel  Q,  abeat  in  infinitum. 

Demonftratio. 

Ponamus  u cfle  faVorem  ipfius  M , et  ofien- 
dendum  cft  aequationem  o cfle  integrale  parti- 
culare aequationis  propofirae.  Cum  u aequetur  certae 
fcinVioni  ipfarum  x et  y , definiatur  inde  altera  va- 
riabilis y , vt  aequatio  prodeat,  inter  binas  variabiles 
x tt  u quae  fit  R</,x-+-  Sdu—  o , vnde  pofito  mul- 
tiplicatore M~N«  , integrabilis  erit  haec  forma: 

NR«<fjr-l-NSa</tt— o. 

Quodfi  iam  neque  R neque  S per  u diuidatnr , quo  cafu 
pofito  u~o  neque  P neque  Q abit  in  infinitum,  in- 
tcgrale  vtique  per  u erit  diuifibile.  Nam  fiue  id 
colligatur  ex  termino  N Rudx  Ipedtau  u vt  coa- 

ftautc , 
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Ihntc , ft ue  ex  termino  NS  udu  fpedafa  x cou- 
ftante  integrale  prodit  fadorem  u implicans , fi 
quidem  in  integratione  conftans  omittatur.  Vnd« 
concludimus  integrale  completum  huiusmodi  formam 
effe  habiturum  V»~C.  Quare  fi  hacc  conftans  C 
nihilo  aequalis  capiatur  , integrale  particulare  erit 
u~  o,  iis  fcilicet  cafibns  exceptis,  quibus  fundio- 
nes  R et  S iam  ipfac  per  u eflent  diuifac  , ideoqit* 
ratiocinium  noftrum  vim  fuam  amitteret.  His  er- 
go cafibus  exclufis,  quoties  aequatio  ?dx-j-Qdy~m 
per  fundionem  M multiplicata  fit  per  fe  integrabi- 
lis , eaque  fundio  M favorem  habeat  u , integral* 
particulare  erit  u~ :o,  quod  fimiliter  de  fingult* 
(adoribus  fundionis  M valet. 

Scholion. 

573.  Limitatio  adieda  abfolute  eft  neceflarix  r 
eum  ea  negkda  vniuerfum  ratiocinium  claudicet- 
Quod  quo  facilius  intelligatur , confideremus  hanc 
aequationem 

iy-*X=Zt> 

quae  per  y—x  multiplicata  manifefto  fit  fntegrabilisr 
ponamus  ergo  hunc  multiplicatorem  y—X  — u , feu 
j- rar-f-a  rnde  noftra  aequatio  erit  ~-\-du  — o, 
quae  per  u multiplicata,  abit  in  adx-\-udu~  o : 
vbi  cum  pars  adx  non  per  u fit  multiplicata,  neu- 
tiquam  concludere  licet  integrale  per  u fore  diuifi- 
hile  , quippe  quod  eft  ax-^luu.  Hinc  patet , fi 

modo 
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modo  pars  dx  per  u effet  multiplicata  , etiamfi  al- 
tera pars  du  fattore  u careret,  tamen  integrale  per  u 
diuiGbile  fore,  veluti  euenit  in  udx-\-xdu  , cuius 
integrale  xu  vtique  faftorem  habet  u.  Ex  quo  in- 
telligitur  fi  formula  Fudx-l-Qdu  fuerit  per  fc  in- 
tegrabilis  , dummodo  0 non  diuidatur  per  u vel 
per  poteftatem  eius  prima  altiorem  , etiam  integrale 
wiuma  lcilicct  conflante  fore  per  u diuiGbile. 

* * ) 

Theorema. 

574.  Si  aequatio  diflerentialis  Vdx-\-Qdyzzo 
per  fundtionem  M diuifa  euadat  per  fc  intcgrabilis , 
integrale  particulare  erit  M.  — O , nili  pofito  M-0 
Tei  P rei  Q euanefeat. 

Demonftratio. 

Habeat  diuifor  M fa&orem  «,  vt  fit  MrN#, 
et  oftendi  oportet , integrale  particulare  futurum 
u=o  , id  quod  de  fingulis  favoribus  diuiforis  M , 
fi  quidem  plures  habeat  cfl:  tenendum.  Cum  igitur  u 
fit  funftio  ipfarum  x et  y , definiatur  inde  altera  y 
per  x et  u,  vt  prodeat  huiusmodi  aequatio  R</.v+-S</«::o, 
quae  ergo  per  N«  diuifa  per  fe  erit  intcgrabilis. 
Quaeri  igitur  oportet  integrale  formulae  -4- RT, 
vbi  affiimimus  neque  R neque  S per  u multiplicari, 
neque  hoc  modo  fa&orcm  u ex  denominatore  tolli. 
Quod  fi  iam  hoc  integrale  ex  folo  membro  Vr 

colli- 
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eoUigatur , fpedlando  a yt  conflantem , prodit  id 
fin  autem  ex  altero  membro^ 
fu  u x conila. .te  colligatur  , quia  S noo  fi&orem 
habet  u , id  fernper  ita  erit  comparatum , yt  pofuo 
*no',  fiat  iuiinitum.  Ex  quo  integrale,  quod 
fit  V,  ita  erit  comparatum,  vt  fiat  noo  pofito  «/no; 
quare  cum  integrale  completum  fiitutum  fit  VnC, 
hu  c aequationi  fumta  conflante  C infinita  farisfit 
ponendo  u-o.  Concl-udimus  itaque,  fi  diuifor  MnNTa 
reddat  aequationem  differentialem  ?dx-\-Q_dy  z:  o 
per  fe  integrabdem  , ex  quolibet  diuiforis  M faclo- 
re  u obtineri  intcgrale  particulare  u — o , nifi  forte 
pofito  u — o , quantitates  P et  Q.,  ycl  R et  S eua- 
sefcant. 

C o r o 1 1.  1. 

575.  Si  aequat:o  Vdx-t-Qdy—  o fuerit  ho- 
mogeuea  , ca  yt  fupra  vid.mus  integrabilis  redditur, 
fi  diuidatur  per  Par-t-Q^/ , quare  integrale  eius  par- 
ticulare erit  Par-l-Q/nro.  Quae  aequatio  cum 
etiam  fit  homogenea , fa&ores  habebit  formae  a.x+fir 
quorum  quisque  nihilo  aequatus  dabit  integrale  par- 
ticulare. 

C o r o 1 1.  2. 

57^.  Pro  hac  aequatione 

j d x ( c -H  n x ) — dy  ( y 4-  a b x -f- n x x ) nr  • 

«Siuiforem  , quo  integrabilis  redditur,  fupra  §.  +89. 

G g g cuiu# 
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exhibuimus  Tnde  integrata  particulare  concluditur 
i°y~  o , tum  vero  : 

nyy  4- (2 «a— be)j’+-n(b-J*2c  )xy-\-[na-\-cc—b c) 

{a->rbx-\-nxx)  — <i 


cuius  radices  funt : 


nyzzlbc— ib)x  -±_(c-hnx)V[lbb  — na). 


C o r o 1 1.  3. 

577.  Pro  hac  aequatione  differentiali : 

diuiforem  , quo  integrabilis  redditur,  fupra  §.  +po. 
dedimus  vnde  integrata  particulare  concludimus 

x-y~\-n  V(  x -H*x)(  1 -\-yy)  — o 

feu  yy—  ixv-\-xxzznn-\-nnxx -\-nnyy-\-nnxxyy  , 
cx  quo  porro  fit  y-  - "--.--.-.r»  > ' 


C o r o 1 1.  4. 

578.  Pro  hac  aequatione  differentiali 

dy-hyydx-  ",?♦*=:  o 

multiplicatorem  fupra  §.  +91.  inuenimus 

vnde  integrata  particulare  concludimus 

hineque  *(  1—  xy)=  4-  Va  feu  y~l9  Hh  , ita  vt 

bina  habeamus  integralia  particularia , quae  autem 

imaginaria  cuadunt , fx  a fuerit  quantitas  negati ua. 

Sclioiiou. 
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Sch  olion. 

579.  Haec  fere  fiint , quae  circt  tra&ationem 
aequationum  differentialium  adhuc  funt  explorata  , 
nonnulla  tamen  fubfidia  euolutio  aequationum  diffe- 
rcntialium  fecundi  gradus  infra  fuppeditabit  Huc 
autem  commode  referri  polfunt , quae  circa  compa- 
rationem certarum  formularum  tranfeendentium  haud 
ita  pridem  lunt  inuefligata.  Quemadmodum  enim 
lo  arithmi  et  arcus  circulares  , etfi  funt  quantitate» 
tranlcendentes  , inter  fc  comparari  atque  adeo  aequ» 
ac  quantitates  algcbraicae  in  calculo  tradlari  poflunt, 
ita  fimilcm  comparationem  inter  certas  quantitate» 
tranfcend;  ntes  altioris  generis  inflituere  licet,  quae  fcili- 
cet  continentur  in  formula  hac:  f e*1)» 

vbi  etiam  numerator  rationalis  veluti  -+-  35  •* 
_4-(jr.v*-|-etc.  addi  poteft.  Quod  argumentum  cum 
fit  maxime  arduum  , atque  adeo  vires  Analyfeo* 
fuperare  videatur  , nifi  certa  ratione  expediatur  , in 
Analyfin  inde  haud  fpernenda  incrementa  redundant ; 
imprimis  autem  refolutio  aequationum  differentia- 
lium  non  mediocriter  perfici  videtur.  Cum  enim 
propofita  fuerit  huiusmodi  aequatio 

d x —4-i  - - ■ , 

7iA+>7+C?+Di'  + Ei')  — VI  + + + 

fiatim  quidem  patet  eius  integrale  particulare  xzzy, 
verum  integrale  completum  maxime  tranlccndens 
fore  videtur  , cum  vtraque  formula  per  fe  neque 
ad  logarithmos , neque  ad  arcus  circulares  reduci 

Ggg  * queat. 
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queat.  Quare  eo  magis  erit  mirandum , quod  fnte- 
grale  completum  per  aequationem  adeo  algebraicam 
inter  x et  y exhiberi  poflit.  Quo  autem  methodus 
ad  ha°c  fublimia  dtuens  clarius  peripiciatur , eam 
primo  ad  quantitates  tranfeendentes  notas  hac  fbr- 
mula  a+tt+cTxT  contentas  applicemus  , dein- 
ceps eius  xlum  in  formulis  illis  magis  complexis 
©ftenluji. 


CAPVT  V. 
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D E 

COMPARATIONE  QVANTITA- 

TVM  TRANSCENDENTI VM  IN  FORMA 
;yTM-',WVc»)  CONTENTARVM, 


Problema 

580. 

Propofita  inter  x et  y hac  aequatione  alge- 
braca 

«4-  2 P f-v-HT ) 4-  Y ( )*H 

innenire  formulas  integrales  formae  praefcriptae,  qua* 
inter  le  comparari  queant. 

Solutio* 

Differcntietur  aequatio  propofita  , et  et  eiw 
«Ufferentiali 

%$dx-\~z$dy-\-  iy  xdx-+-  i y fdy->\-  i $ xdy 

-4-  zSydx—o 

colligetur  haec  aequatio? 

d x ( p 4-  y a 4-  £ y ) 4-  (.  |5  ■+-  y y 4-  S x ) — o. 

Ggg  3 Statua- 
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Statuatur  (3-f-y.r-f-<5 j~p  ct  (3-t-yjr-4-£xz=f  , 
atque  cx  priori  erit 

pp- (3 (3  + 2 (3  y x+  a (3<J>  + y Y xx  + 2 Y * xj+8  Sjj 

a qua  fubtrabatur  aequatio  propoftta  per  y multi? 
plicata 

o^ay+zpyx+zypj+Yyxx+yyM+iy&xy 

fictque 

pp-$p-<ty-*-z${$-y)j!+{$$-Yy)jJ 

fimilique  modo  reperictur 

q q rr  (3  (3 - a y -f-  2 (3  ( $ — y ) x + ( $ $ — y y ) x x 

vnde  erit  pdx-+rqdv~ o.  jCum  iam  Ct  p fun&io 
ipfius  j , et  q Cmilis  funftio  ipfius  x , pouatuc 

(3(3— ayzuAj  (3(£— y)~B  et  $S—  yy~C 

Tnde  colligitur  ■ 

*"Y=J  et  *H-V  = f^  = ¥ 

hincque 

BB-+-0PC  . p 3 C — B 1 

0—  ~T^-  et  y — 

prima  vero  d-.it 

„ PQ  — * ,b3^PP—  a) 

a — y — .ppc  — B«  ' 

Quibus  valoribus  pro  o , y , i affumtis  aequatio 
y -+■  y—o  abit  in  hanc 

1* , iy 

V(A-*-iB*-*-Cx*)  ~T~  + + Cjy) ® 
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cui  ergo  aequationi  diffcrentiali  fatisfacit  aequatio : . 

quae  cum  contineat  conflantem  nouam  p , erit  adeo 
integrale  completum  aequationis  differeatialis  inuontae. 

• r\  ’ 1 ’ 

Neque  vero  opus  efl , vt  formulae  illae  ipfis 
litteris  A , B,  C aequentur;  fed  fufficit  Tt  ipfis  fiat 
proportionales  , vnde  fit 


Ergo 


feu 


PP-iLV  _ A — C 

— B cc  ft  

. ^=b?-Y  et 


_ P ? — c 1 « 

Ct p 'y  7 B B " • B 

Quare  aequationis  differentiatis 


dx 1 

V{  A-+-  J B JC  -f  c*4  ) 1 V ( A-+-  1 Bjr  -f-Cji y) 


Al_ 


—o 


integrale  co  npletum  cfl 

PP(BB-AC)  4-  2 P y A.B4-2p-yBB'  JM^)j+yyBB(xx-H7) 
+2y  B' pC-^yB)^y=o 

Tbi  ratio  | conflantem  arbitrariam  exhibet. 

Coroll.  1. 

1.  __  , 

581.  Ex  acquatatione  propofita  radicem  ex- 
trahendo fit : 

— ff  — S Sxx  — a 7 — » g yx  — yyxa\. 

» , 

1C1 
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feu  loc  « et  <J  fubH itutis  vrioribusi 

Coroil.  2. 

582.  Si  «50  X— o , fit 

P , V P3  vc—  iPva» 

J'—  'P7+V  T' 7 ii- 

ponitur  hic  valor  ~a  , vt  fit 

YB^H-pB='V/(ppAC-*(3YAB) 

Tndc  fumeis  quadratis  oritur 

yyBBaa+i^yBBa  +P(3BB— (3(3  AC-*(3y  AB 


hincque 


fcu 


»= 


A — Ba-f-/A(A-4-«B»-t-C  « a | 

‘ Sai  ' ~ 


P K»  + !fl4.VA(*  + >Bj+f«») 
v ^ — T^-Ti 

Sch ol ion  x* 

»83.  Vt  aequatio  affumta : 

«+»(?{  a-  -h/  )H-Y  r xx+M )+ 1 * — • 

fttisfaciat  aequationi  differentiali 

t iZ rt 

V i A .+  , B * -*-Cx  X)  ^ fU+t»;+.C^)  “ 

neceffe  eft  vt  fit: 

|3j3— ayszmAy  — y)—mB  ct  $5~y y—tnC 

vud« 
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l 

vnde  fit 

P+Y>'+^a:—  ^^A-faBar-f-Cxr)  et 

(3  + yx  H-  S y Y m ( A + 2 Bj-i-Cjy ). 

< • 

At  ex  datis  A,B,C  litterarum  a,  (3,  y,  $ et  m 
tres  tantum  definiuntur  ; quare  cum  binae  maneant 
indeterminatae,  aequatio  aflumta , etiam  fi  per  quem- 
vis coeiiicientium  diuidatur,  vnam  tamen  conflantem 
continet  nouam  , ex  quo  ca  pro  integrali  completo 
erit  habenda.  Quare  ctfi  aequationis  differentialis 
neutra  pars  integrationem  algebraicc  admittit  , ta- 
men intcgrale  completum  algebraice  exhiberi  poteft. 
Loco  conflantis  arbitrariae  is  valor  ipfius  y introduci , 
poteft  , quem'  recipit;  ^xifito  x — o : cum  autem 
euenirc  poflit , vt  hic  valor  fiat  imaginarius  , con- 
veniet iftam  conflantem  ita  definiri  , vt  pofito  x~a  < 
fiat  y~b,  quo  pa<fto  ad  omnes  cafus  applicatio 
fieri  poterit.  Hinc  erit 

P-f-V A -t-  , B n -4-Cna 

P -t-  y a -t-  6 0 'A-f-sBo-f-Cso» 


vnde  colligitur 

( ya-bSi  ) V f A -4-  iB»4.Cae) — t a)Vf  A -4-  «B  t-4-Vbfr) 

r — ^ — V ( A i Ea-t-Ca  a )-+-  V(  A-*-  j B b ■+.  C t>0)  " 

(J  — >H  « J 

1CU  r m y ( A -+.  j B 6 -4-  C 6 6 ) - V ( A -t-  t B a -+-  C B a)' 


Ponatur  breuitatis  gratia: 


V(A-t-2Ba+Ctfa)z:$(  ct  y(A+2B b-\-Cbb)-%$ 

H h h vt 
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1 1 — y ; (b  — ») 


V w - — 


»-8 


Ct 


Vly  a-t-S  b)  — *aiyb-t-Sa) 
H — ®-s 


«t 'aeqmtio  — y ) — »iB  induet  hanc  formam: 

vnde  fit : 

+ y5l33— Y A-y  yC(aa-ab+bb?  _ 

-y<5  2i3WA-£B,a-+-&)-£Ca6  $ 

Statuatur  ergo 

Y~M2I:i&-nA  — »B(a+6)— «C«& 

£ — «A  + nE(a-f  b)-\-nC{aa—  ab-\-bb)— «313^ 

=n(«-oK»-a) 

ergo  £ — y ~ iirti^T1  n 

vnde  cum  fit  <5Vyf^iC(5-fl)*  erit  vtique  %$-yyzmQ„ 
Supereft  vt  fiat  ay~ (3(3  — m\  hoc  eft 

<* y — n«BB(£  — e)4— «»  A(£>— a)‘(35  — 5t)*  feu 

«y  = #»(A-<i)*(BB(*--«/-A(23-5l)*). 

Vel  cum  pofito  x~ -a  fiat  y~b  erit  quoque 

— — 2(Z(d-\-b)—  y{aa-\-bb)—z§  ab  I 
hineque  . v . 

a.-»(a^^s(A-B(a+A)-Cfli-3^) 

vnde 
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vnde  aequatio  noftra  aflumta  cfl 

(7~7'*( A--B'  a+£)-Ctf£-2fi33)'f-  2 ui(b-a)'  (x+_y) 
— ( A + ^{a-\-b)+Cab  — 21 23.' (*  *+.>:>') 

+ *(A-b  Vt{a+b)+Q(aa— ab-\-bb)  — 21 SD)*/-0- 

Scholion  2. 


58+.  Si  ponatur  (3  = o , vt  aequatio  fit 


a + ° erit 

— - ft  v;  — ay-b  f.  $$  — yy)xx, 

J — 7 • 

Pofito  ergo  —a y=±mk  et  8 $ ~ yy  — wC  , Tt  fit 
yy-\-  $ x~V ;»(A-f-  Cxx)  erit 

d X , dy 

V(A-(-  C**>  ">  V(  A-hCyy)  ° 

cuius  aequationis  integrale  completum  erit  ipfa  ae- 
quatio afliimta  , pro  qua  habebitur,  feu 

<5=:V(yy—  ~).  Sin  autem  pofito  x=o  fieri 
debeat  yzz  b y ob  yb  — Vtn  A , erit  y — ; tum 

*.——bVtn A et  £ — V(£-*  -4-w;C).  Habebittr  ergo 
haec  aequatio 


)V»1  . *V«(A*4-C bb)  ,,  , . . „ , 

—fc-  -h A — V m(  A-fC.va:) 


quae  praebet 


Hhh  a 


,/14-rn 


quae 
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quae  eft  intcgrale  completum  aequationis  illius  di Se- 
rcntialis.  Quare  fi  x capiatur  negatiue  huius  ae- 
quationis d itieren tiulis  : 


d x 

V(  A + Cii) 


; &y 

V[A  + C;>) 


integrale  completum  e(l : 


j = xVl 


Chb 


bV 


■Cxx 


Quodfi  fimili  modo  calculus  ia  genere  tradetur , 
aequationis  differentialis : 


d * 

V(A-+-3Bi-t-CjtJC) 


iy  

VI  A -t-  iB>  -+-C»  ) 


~o 


fi  breuitatis  gratia  ponatur  V[ Pk  + z^b-\-Cbb)~^Q 
erit  integrale  completum  : 


j(yA+^+x^^)=^+bV(k^Bx+Cxx) 


vnde  cafus  praecedens  mauiftfto  fequitur  , fi  ponatur 
B=:o.  Verum  ope  leuis  fubfiitutionis  hae  fbrmu-  ■ 
lae  , vbi  adeft  B , ad  illum  caium  vbi  B=o  reduci 
pofiunt. 

Problema  74. 


585-  Si  11:2  fignificct  eam  fundionem  ipfius  x, 
quae  oritur  cx  integratione  formulae  in* 

tegrali  hoc  ita  fumto  , vt  euanefcat  pofito  2=0  , 
comparationem  inter  huiusmodi  fundiones  inftituerc. 


Solutio. 
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Solutio. 

ConGderetur  hacc  aequatio  dilTerentialis : 

d x dy 

V(A-t-C  i"*") VIA-+-C  yy} 

vnde-  cum  fit  per  hypothefin: 

fi,  A-t-cxx)  — n-*  ct  /'y ( y 

vtro"]ue  integrali  ita  fumto  , vt  euanefeat  illud  po- 
fito  x—o  , hoc  vero  polito  j—o,  integrale  com- 
pletum erit 

II  :>=  n:x-f-C. 

Ante  autem  vidimus  hoc  integrale  efle: 


/ A — f-  C bb 


t A «4-  Cx  * 


vbi  poflto  ,r~o  fit  y—bi  quare  cum  11:07^0, 
erit  - , - 

Tl:j~ ri:x-b  Y\\b 

cui  ergo  aequationi  tranfcendcntali  fatisfiteit  haec  al- 
gcbraica : 

.:j~xv— b bV — i--. 

Simili  modo  fumto  b negatiuo  haec  aequatio 
II:jr— II:x— 11:4 

conuenit  cum  hac 

_,k+.Cbb  : II  .1 

JZ=.XV  — bV • 

ficque.  tam  fumma,  quam  difFereutia  duarum  huiu*- 

H h h 3 modi 
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modi  funbionum  per  fimilem  funbionem  exprimi 
potcft.  Hic  iam  nullo  habito  difcrimine  inter  quan- 
titates variabiles  et  conflantes,  dum  17:5:  fundioncm 
determinatam  ipfius  z Ggnificat,  fcilicet  H 
quae  vt  affumfimus  euanefeat  pofito  2=0  , vt  hoc 
fignandi  modo  recepto  fit 

U:r~U:p-{-Il:q 
debet  effe 

vt  vero  fit 

IT:r— Tl\p—  IT:f 
debet  effe 

r—pV^dl-qV^tpt 

vtrinque  autem  fublata  irrationalitate  prodit  inter  • 
p , q , r haec  aequatio  : 

P*-hq*-b-r*  -ippqq-zpprr-zqqrr—-*{Mrr 

cuius  forma  han<^  fuppeditat  proprietatem , vt  fi 
p , q , r Cnt  latera  cuiusdam  trianguli , eique  cir- 
cumfcribatur  circulus,  cuius  diameter  vocetur  — T , 
femper  fit  A-f-CTT=^o.  Illa  autem  aequatio  ob 
plures  quas  complebitur  radices , fatisfacit  huic  re- 
lationi 

n : p -4-  n : # -4-  II : r =:  o. 

*•  ••  * 

Coroll.  x. 
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■ 

. 585.  Hinc  flatim  deducitur  nota  arcuum  circula- 

rium comparatio  ponendo  Am  et  C~-i.  Tum  enim  fit 

n : x — An g.  fin.  z 

kiucque  Yt  fit  * 

Ang.  fin.  r — Ang.  fin.p-f-  Ang.  fin.  j 

y ... 

oportet  efle 

r~pV[i  r -pp) 

•t  vt  fit 

Ang.  fin.  r — Ang.  fin.  p — Ang.  fin.  f 
debet  efle 

r =P  V ( 1 “ 1 ? ) - 1 V ( * -PP) 

yti  conflat. 

CoroII.  2, 

' . '•  ■ - . . / , 

587  Si  fit  A— 1 et  C— f erit 

n : x =/Vrr5.V5T  =■ K *■ V i « + a *) ) 

▼nde  yt  fit 

/ r+ V ( * 4-  r r ))-l{p  + V(  1 +pp))+l(q+ 

erit 

r=r/>  V(  1 -4- 1 f } + q V{  J 

Tt  iutcm  iit 

l{r-kY[i+rr'))-I(p+Y(i+pp))-l(q+Y(i+qi') 

erit 
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i » ~ J 

• “ «9 


r=pV(l-^qq)-qV(i-\-pp) 

* .*  ' • ' f 

' vti  ex  indole  logarithmorum  fponte  liquet. 

; / u C o r o 1 L 5;  ; 

* 588.  Si  ponamus  in  priori  formula  generali 

q — p , Tt  .fit 

II : r ~ 2 n : p erit 

r « 6 V A_-+-CJ>_p 

rf-*P  " ;a  ' 1 \ - , 

Hinc  porro  fi  fiat 

q=2PV^p-p'  rit 

n : r = n :p-h  a n r^  — 3 n , 
fumto  > :?l.j 

Eft  vero  • -• 

v^^=^(I4-^(:i+^)=x+l£F 

• - » v ■ - - • y — - f*  " * * • * 

xnde  Tt  fit 

• % . r 

n : r = 3 II ! p'  fit/ 

r~p{  1 2 p[  1 -\-C-K*)  — $p-^*-Ck'- 

Scholion. 

T : > 

589.  Qtio  haec  multiplicatio  facilius  continuari 
queat  , praeter  relationem  aequationi 

, n,:  r = J1  :/>  II : ? 

refpoQ- 
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refpondentem  , quae  eft 

r=pV^U+qyi±cij 
notetur  aequatio  r.  a:  -J- 

n.p-n-.r  — u\q  .. 

• * • ; 

cui  rcfpondet  relatio 

p = ry  Aztcji  -i-qy  *±SlS 
ynde  fit  ^ i : • 

feU 

Quare  yt  fit 

n : r ~ iTi  p -+-  FI  :q  ' 
habemus  non  folnm 

r —P  v ( 1 -+*  £ q q ) -4-  q y ( 1 -+- 1 pp ) 
fed  etiam 

V {*+lrr)=lpq+y  (i  + lpp)(j  +±qq). 

Ponamus  breuitatis  gratia  Y(  i -+-  xpp)zz  P , ct 
-fumto  q—p  yt  fit 

U-.r  — iU  :p 

erit  r—  iVp  et  V( i-}-£rr ):=x/tf4-PP 

- qui  yalor  ipfius  r pro  q fumtus  dabit 
n ; r 3 II  : p 

' *■  ‘ Iii  exiftente 
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r—cxp'-\-5?Vpct  ; . : 
y(H-£rr)=^Pp/>-+-P\  « 

Hic  Yalor  ipfius  r denuo  pro  q fumtus  dabit 
U:r  = ^ll:p 
exiflcnte  ■». 

r = ‘TCPpr-^+P>  et 

V(i+!rr)=AA/H-TPP^4-PV  . 

Loco  ^ fubllituatur  hic  valor  ipfius  r , Yt  prodeat 
n : r = 5n  :p 

exiftente 

r=^/-H!rPP/+5P^  ct 
V(i-t-^rr)=5^P/)‘4-^-cP>p-{-P'. 

Atque  hinc  gcneratim  concludere  licet,  Yt  lic 
n :r~  nU:p 

eflfe  debere  i.  . 

rVi  = !(P+pyf)*-;(P-py|)*  et 
V(x+^-/)  = l(P4-pV^-)'«+;-(p-py^)«  fcu 
f=^(P+py|r-^(p-pyir. 

Haec  igitur  relatio  inter  p tt  r fatisfreiet  huic  ae- 
quationi diffcrentiali : 

•dr ndp 

V(A  + Crr)  VTA-H-Cfp) 

dum  meminerimus  efle  P^.V'(i+^). 

Proble- 
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Problema  75.  _ 

590.  Si  ponatur  / ; --A  j_ac  r ^ , z?  n : s integrati 
ita  fumro  \t  euanefcat  pofito  z — /,  Tude  H:«  fit 
fuuvflio  determinata  ipfms  s , comparationem  inter 
huiusmodi  funftiones  irtftituere. 

Solutio. 

Oonfideretnr  haec  aequatio  dificrcntiali*  i 

1* . dy 

H • ‘ v • ■ - •>  ' > 

*nde  integrando  fit  , ’ ■ 

•j  V * 

FI  : x -h  n :y  — Conft.  . _ „ v 

Integrale  autem  fit  quoque 

* a»  ) 

*-\-y{xx+yy)-\-z  Sxy— o, 

^nod  vt  locum  habeat  ncceffc  eft  , fit 
~ay—A m;  et  6 $ — yy—Cm 

ai  •» 

tum  Tero  erit 

y x-\-Sy~ V et  Yr  + ^xzrV^fA-l-Cxx),, 

Ponamus  conflantem  integratione  ingreflam  ta  defi- 
niri Tt  pofito  x — a fiat  y — b,  et  integrale  erit 

n : x -4-  n : / rr  n : a ~h  n : b. 

Pro  forma  autem  algebraica  inuenienda  , fit  breuita- 
tis  gratia; 

V [A  + Caa)— et  V(  A+C66):^23 

X i i a eritque 


Digitized  by  Google 


C A P V T V. 


. '43^ 


eritque  V '■ 

ya-j-S  b — ^Vm  ct  yb~\-^  azz.%Y  m 
•*nde  colligitur: 


Y —~bb—aa  ' ® ® — " bb  — q a ^ W* 

Quocirca  aequatio  integralis  algebraica  erit 
( " 2>  « ) + ( 25  b - 21  a ) y ~ ( b b - a a ) V ( A + Qyy ) 


feu 


[%b~(&a)y+(<i&b-%a)x-[bb-aa)V  (A+Carar)- 

- 1 

Hinc  y per  a:  ita  definitur  , -vt  fit 

(Ha — ffi6)g-4-(*>  — ga)V(  A-f-Cxa) 

isi.  — SB  a 

quae  fradtio  fupra  et  infra  per  5I^-4-2$a  multi- 
plicando ob  * 

( bb-ad ) et  (31a-35^'(51^+33a) 2 

m-^)ab--^{bb-aa)--(bb^aXCab+^) 

abit  ia 

(C«6-+-»35)x  ( SJ-l-SBaWU+Cix) 

y — a.  " i 

Hinc  porro  colligitur: 

[bb-aa)Y  ( A+^M^-933)*-  ®r  + — #?=« >/(A+ Cara:) 

fcu  V(A+C>7)r:—  •*+« 6-"I'S Y[ A + Carar) 

\bi  iterum  fupra  ct  infra  multiplicando  per  2f6+33a  fit 

VCA+C>/)=-S^,*+(£Sx®V(A+C**).  ‘ 

, Neceffc 
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Necefle  autem  eft  v^lorem  formulae  V(A4-Cy/) 
hoc  modo  potius  definiri  quam  extra&ione  radicis  , 
qua  ambiguitas  implicaretur.  Quocirca  haec  aequa- 
tio tranfeendens : 

n ; r -+•  n : t =:  II : p 4-  II : q 

praebet  ftquentem  determinationem  algebraicam  , fi 
quidem  breuitatis  gratia  ponamus  V(  X~\-Qpp)  — ? 7 
V(A-f>Cyy)=Q^  et  y(A-j-Crr)rrR  , fcilicet  vt 
lit 

Ilixzrn-.p-p-nr^— U:r 
erit 

— rqr  — C pgr  -f*  P1  R <7  -+-Q.RP 

S A.  ec 

V(A+Cfx}=^CTI-r-ca^,t^±-,,-3g  feu  ' 

V(A4Crj)_FaR^C(R^r,,ar^-)- 

CorolI,  i- 

591.  Quoniam  eft  per  hypothefin  FI:/—  or  fi  • 
ponamus  breuitatis  gratia  V + — ¥ , et  r—  / 

\t  fit  Rrz F , haec  aequatio 

H:x  — Il:p4-II:f 
praebet : 

s _.Ftrg+afi-rxa/-cIir  et 

V ( A + C ; X ) = ' 

I i i 3 CorolI.  s. 


.Digitized  by  Google 


43* 


C A P V T V. 

Coroll.  .2. 

59 2.  Si  ponamus  q—f  et  Q.rr F , Yt  fit 
TI:?~o  , haec  aequatio 

TI:x—  T\:p—U:r 

praebet 

. — rfRp-Pr)-»./PK  -Cjpr 
T A Cl 

vCa+Cs,)- 

Coroll.  3. 

593.  Si  fit  C—  o et  A = i , erit 
U:z=jdz—z—f 

«pii  a intcgrale  ita  capi  debet,  vt  euanefeat  pofito  xzf. 
Tum  ergo  erit  P— i,Q—  1 ct  R — 1,  Ytide  Yt  fit 

IT : j—  II — II:r 

fcu  s-p-\-q~r,  oportet  cflb  s~ -r+qYp  ct  V(i4orr)=i 
Yti  per  fe  confiat. 

Coroll.  4. 

594.  Si  fumatur  A — 1 ct  C — — * » fiatqu# 
Ilea  — Ang.cof z -vt  fit/r±i  , erit 

A rc.  cof  x = Are.  cof.p  -4-  A rc  cof.  q — Arc.  cof.  r 

fi  fuerit 

x —pqr  — PQ/-4-PR7-f-QR/>  et 
V(i— xx  ) — PQR-J-P^r-i-  Qjr—Rpq 

TQde 
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vndc  famto  r~i  , vt  fit  R — o,  et  Arc.cof.r zr o, 
erit  sizpq-VQ  et  V(  i -s  s)  - Vq  + Qj».  . 

Scholion. 

. •••  • , • - • • r 

595-  Hinc  notae  regillae  pro  co finibus  dedu- 
cuntur , quas  fufius  non  profequor.  Verum  talus 
facillimus , quo  A = o . et  C — i , hineque  fic 
I — exiftente  f—  i infigni  difficultate 
premi  videtur,  ob  exprefliones  pco  x et  V(  X-\Czz)zjh 
in  infinitum  abeuntes.  Cui  incommodo  vt  occurru-  - 
tur,  primo  quidem  uumerus  A vt  infinite  paruus- 
fpeftetur  , critque 

r±V(pp+A)zp*±  ; Qr-z+r;  i R=r+£.  • 
Quare  vt  fiat  frrr //>-+-/?-//■  , reperitur  : 
As=-r(p+±)(q+-*)-pqr+q(p+±)(r+^ 

t-;r) 

ac  ungulis  membris  euolutis 

A <• _ A ■'  r_  _ A pr  , A Ijr  , A P<1  | A pr  , 'A  pq 

n J J P M ip  ~ tr  > q ' Tp 

feu  r— vti  natura  logarithmorum  exigit.  Cae- 
terum  cx  formulis  inuentis  haud  difficulter  multi- 
plicatio huiuscnodi  funftionum  tranfeendentium  col- 
ligitur , veluti  vt  fit  Ilij'— relatio  inter 
x et  y algebraice  aflignari  poterit. 

r • Proble- 
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Problema  ?6- 

5*9$.  Si. ponatur  U:z—f yf-A+c , fumto 
hoc  intcgrali  ita  vt  dtoancfcat  pofito  zzzo  , com- 
parationem inter  huiusmodi  fun&ioncs  tranfcendences 
inueftigare. 

So  lutio. 


Statuatur  inter  binas*  variabiles  x ct  y ifta 

relatio 


« -+•  V (■ x x ~*rjy  ) 2 $ xy  =.  o 

vndc  fit 

„ — r *-+-  V(  — ay-i-(SS  —yy)xx) 

J — y • 

Ponatur  —ay  — Atn  et  SS—yy  — Cm  , vt  fit 
yy-+-$x—Vm(A-hCxx)  et 
y x 4-  $ y r:  V m ( A -+-  Cyy ). 

At  illam  aequationem  differentiando  fit 

d x ( y x -f-  dy  ( yy  -f-  $ x ) — ° 


feu 


dx 


-V  ( A-f-  Cll) 

Iam  ftatuatur 


-f- 


— 


vu+c;j) 


o. 


da  f t->-M  xx)  ' 
V ( A -t-  C a * ) 


dy<  1.. 


v; 


tt  fit  integrando : 

n : x 4-  n^rzConfi.  + vy», 


\ 


Cum 
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Cum  igitur  fit 

iy  — d x 


erit 


V(A-i-C  yy ) y(  Arh-Cxx  ! 

' *vv«=^SSK  ' ■ 

hi  neque  ob 

VnU+Cxs!)_t* 

J — y-  erit 

xx-jyzz  jy(yyxx-mA-mCxx-$  $ 'xx+z$xVm(A+ Cxx)). 
At  yy  — $$  ~ — mC  ergo] 

dWm  — 'hAAijl*y  m f A + C**)-in4  _ jm  Cx  x) 

\ — YVVU-f- Cx*) _ 

cuius  intcgralc  commode  capi  potefi  , dum  fit 

V SHxxym ,,  . 

V V m — — yy — 7-V(  a+Ca-a-) 

quae  formula  ob 

w * A -f-  C x x ) — yy  -f-  $ x abit  in 

V y'm =t»**=JL«i=is  *>  v„__  i-r 
Quocirca  habebimus 

n : a-  + H Con  fi.  - ” ^ 

ex  i fici  i te  - 

yy+5 x~ Vm( A + Ca'a)  et  yA"+<5>-  Vw(A+Q7) 
ac  praeterea 

— ay  — A m et  y y zzCm. 

Kkk  Ad 
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Ad  conflantem  definiendam  fumamus  pofito  *— o • 
fieri  y~b  , vt  fit 

n:A--+-n;^— n:^-  ^Vm. 

Tum  vero  eft 

yb—VmA.  ct  S b~V (m\-\-mCbb) 

ergo 

V_m\_  * V (aA+iii  C b b ) 

Y — b ei  o — - b 
Hinc  ergo  concludimus,  fi  fuerit 

y V A-\~xV(A-\-Qbb)—bV{>k-\-Qxx) 

et  quod  eodem  redit 

*VA  -\ryV(A-l-Cbb)—bV(A.-b~Cyy) 

fore 

n:x+n:^-n:£-?f^ 

denotante  fl  eiusrnodi  fundionem  quantitatis  fuffixae 
vt  fit 

FI  • ~ — t d gf  I + Wi;) 

•"  — / V.A-t-C=z) 

integrali  hoc  ita  fumto  , vt  enanefeat  pofito  2~o. 
Natura  harum  fundionum  flabilita,  ac  fublato  diferi- 
mine  inter  quantitates  conflantes  ac  variabiles  , erit 

n!rtnv+n;f+!ft' 

fi  fuerit 

. k+pV(  A+Crr)=rV(A+Cpp)  et 
py  A+qV(A+Crr)=rV(A+Cqq) 

vnde 
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vade  fit 

A-t-COOl  . 

— va  e* 

V { A -t  C r r ) — ££2±*L*=h£££i i±±£u), 

Coroll.  i. 

597-  Sumto  z negatiuo  eft 
n : — z~  — n : z t 

vnde  capicnJo  quantitates  p et  q negatiuc  , fiet 
n:/.4-n:?  + n:r=^ 
fi  fuerit 

A+yV(A4-Crr)+rV(A+Cy^)z:o  fea 
^ A+py(A-j-Crr)-f-ry( A+Cpp)~o  feii 
rV A+pV(A  + Cqq)+qV(A  + Cpp)=o  vel 
C/>^-yA(A+Crr)+y(A+CppXA  + y?)=o 

ex  qua  formatur  haec  relatio 

C/  q r+p  V(A  + C<70)(A  + Crr)-\-qV ' A+Qp)'A  f Crr) 

r V ( A -+-  Cpp ) ( A 4-  C q q J ^ o . 

Coroll.  2. 

59».  Hac  ergo  methodo  tres  huiusmodi  fun- 
ctiones II: s exhiberi  poflunt , quarum  lummarn  al- 
gebraice  exprimere  licet ; quod  autem  de  fiimma 

K k 1 a ofteo- 
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oftendimus,  valet  quoque  de  fumma  binarum  demta 
tertia.  • ' ' ' ’ 

Coroll.  2- 

599.  Si  ponamus  L — A et  MrrC,  funftio 
propofita  U:z—fdzV.(A.-{~Czz)  , exprimit  arcum 
curuae,  cuius  ablciflae  z conuenit  applicata  V(A-fCe2’; 
et  (timma  trium  huiusmodi  arcuum  ita  algebraie* 
dabitur  : * : . 

- n:p-hU:g-^U:r-Cif  . /v 

fi  inter  p , q , r fuperior  relatio  ftatuatur. 


Scholion. 


* ' • * 1 

600.  Haec  proprietas  ' inde  cfl: 

differentiale  dW  integrationem-  admifit, 
eftet 


d\  V m — 


M j t f xx—yyj,  ^ 


V/n(  A-i-Cxx)—  erit 


nata  * quod 
Cum  nempe 


J \T  _ H J*  I I I — 1 ) t 

dV"  — y~r+~&~x.  ' 


cuius  intcgrale  commode  cx  aequatione  afiiimta 

a + y [xx-{-jy)’\-  2 Sxy— O 

definiri  poteft.  Ponatur  enim 

xx-\-yy—tt  et  xy~u  , erit 


*-t- yit ~ H 2 «J u zz. o i . 


et 
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et  diflferentialibus  fumendis  ' . 

xdx+ydyttdt ; xdy+ydx-du  et  y tdt+$du=o 
t ex  binis  prioribus  colligitur  S 7 • ^ ' 

(xx-yy)dx-xtdt-ydu,  et  ob  tdt 
erit  (xx—yy)dxz=:—~(>$x+yy), 
ita  vr  fit 


i x(  x a — yy ) du 

yy-i-Sx  — y 


hincqu* 


rnde  manifefto  fcquitur 


vti  in  folutione  operofius  eruimus.  Verum  hac 
operatione  commode  vti  licebit  in  fequente  proble- 
mate , vbi  formulas  magis  complexas  fumus  con- 
templa tu  rL 

Problema  yy.- 

60 1.  Si  ponatur  n 

integrali  hoc  ita  fumto  \t  euanefeat  pofito  zz=.  or 
comparationem  inter  huiusmodi  funttiones  tranlccn-- 
dentes  inueftigare. 

Soluti  o. 

Pofita  vt  ante  inter  variabiles  x ct  y hac  re- 
latione ( ^ K 

a+y  (xx-\-yy)-\-z$  xyzzo 

1 Kkk  x fit 
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fit 

, • , 7*Y=?_A*  ct  $$-yy^Cm 
fietque  " • 

yj  + 5 x-Vm(  A + Cjcjf)  ct  yx  + Sy'-Vm(  A-+-C^/) 
ftmtisquc  difFerentialibus 

d»  . d-y 

VI  A-J-Cxx»»- r vT*-*-  Cjrjr)  — 

Iam  (Intuatur : 

V(M*C<^  ' V.A+Cjj)  -»VV  M 

vt  fit 

n;.v-4-n:r  — Conft.  -f-  VV  m. 

At  ob  oTj  = ~ vu^cTTj  >fta  aequatio  abit  i» 

dx(M(x*  — y y)  + )i(x*—  y*)+Ofx*~~  y»))  _ jin/_ 

— 77,^ exii — — « v y m 

et  ob  Vw(  A-f-Cxa:)^:  yyH-^.v  in  hanc 

ixlxx^yy)  1 H -4-  N ( x x-t-yy  )+Oji‘+«j^  -4-  3*))_  jt* 

jc  — a * 

Sit  nunc  xx-\-yy~tt  et  \y  — u,  vt  habeatur: 

*-i- ytt-\-$u—o  ct  ytdt-±-&du~ o 

feti  tdtzz: 
atque  ob 

xdx-\-ydy—tdt  ct  xdy-\-ydx~du 
hinc  colligimus 

( * * -// ) i x = x t dt  -y  du = — ' ( >7  -i-  £ * ) 

ideoqna 
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klcoquc 

•>_*<**  — y yj i„ 

\y  ■+•  4 * — ' y t 

Tnde  habebimus : 


d V — — y ( i\l  N ( x x ~h/y ) -(-0(.V*1-  xxy  y -f-y' *) ) 

At  eft 

X x -hyy  -tt  — — “ “ ct 

x*  -\-xxyy -+-y*  — t*— uu.  :i 

Notetur  autem  efic  vaje  concludimus; 

jy  — wJm  n f1 .1  r | o_t*ufy  oji  «_.u 

V 5*  ' 5 ' * 'y 

ficque  prodit  integrando : 

V !L*  _L_  NJ?  i_  Olf  °“r 

v — v “ 73-  • Py"* 


Quodfi  tam  ponamus  fieri  yzzb  (i  xzzo 

VmA  f_/»U  + CJS)  ‘ . * 

V-F)«- e i cr  a.——bVm  A , 


erit 

tum 


yV  A+xV(A  + Cb6)~bV(A+Cxx) 
x V A +y\  A+Qbb)=zbV{  A + C/j).  et* 
bV  Azx  ^[A+Cyy)+y  V{  A4rCar.t> 


Hinc  cum  fit 


y Kbxy  ,tib(xx-t-yy)'  . O b ( xx-t-y  y)s  . 02**)* 


noftra  relatio  , cui  fatisfaciunt  praecedentes  defermi^ 
nationes,  inter  fuu&ioncs  tranfccndentes  , erit 

QHax-t-V»)*  ob  t*y* 

»VlA+-Ct&)  1“  ,va 

n,s oy 

«V;.\-+-CA6J  «v.v  -+-Ci>b) 

vbi 


n « + n 
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\bi  notandum  cfl  eflfe  in  rationalibus 


^y  ^ | (x«-+-y>)VA  | , » *yV(  A-t-  Cb  b ) ( 


feu 


_ , . ,xyV(A-*-Cbb) 

X X '+-JJ'  — bb yt 

Hinc  colligitur  : 

/ n*  >«  ♦ b bx  y V < A-+-C&5  ) _i  ixxyy'\-+-Cbb) 

{xx+yy)  -b  — yr— ^ “A 


et 


6b*xyV(A-\-Cbb)  1 2bbxxyy(A-i~Cbb) 

{xx+yy)  -b- TTT + 


VA 


8 x*y*  (A-yCbbf 
AV'A 

ita  vt  nortra  aequatio  fit 

U:x+U:y^U:b-H^-^+^V(A+Cbb) 
^ A^Cbb)-^  A-hCW). 

Coroll.  i. 

<Jo2.  Si  ponamus  , x——p  , yzz.—q  , 

erit  nofira  aequatio 

n:/>  + n:?  + n:r= ^(M+NrH-00  — '^Nr+aOr') 

*+"  jA"y 'a' (3A-^-4Crr) 
exiftente  pp-\-qq  ^rr—^V (A~yCrr)t  vnde  fit 

V'A+Crr) rr  — pp—qq 

V A ' ipj 


Coroll.  2. 
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Coroll.  2. 

, tfos.'  Subftrtuto  hoc  valorc  pro  - fA~)  • 
fequens  obtinebitur  aequatio , in  quam  ternae  quan- 
titates p , q , r aequaliter  ingrediuntur : 

U:p+Tl:q+n:r^+VX(PP+M+rr)  ‘ 
+<mr  (pt+q^+s+tpqq+pprr+wrr) 

ctii  fatisfaciunt  formulae,  fupra  (<Soa.)  datae . t«| 
haec  rationalis 

*£!2.4irj:= p*A-q*+ r4— *pp  q q - *pp r r“l  ? ?r  r* 

( k 

Coroll-  3. 

604.  Si  numeratori^  formulae  integralis  adhuc 
adieciffemus  terminum  P2*  *t  effet 

,iit(  t 

n : z — / — - ’7Ta-+-csz.) 

ad  aequationem  modo  inuentam  adhuc  accefliffct 
terminus:  . 

/-hr«+;p?4^44-p4^^ 

Scliolion. 

<So<  Idae  relationes  quoque  ex  .fuper|^^* 
«duftionLs  deriuari  poffunt , cum  cn.m  mdj  fit 

_ r_i -.quantitate  algebraica  fi 

n : z — b/  y( i + ux|  ~ 1 fubftitua- 

hic  pro  2 fuccetliue  quantitates  p , 

mus , ita  a fe  inuicem  ^ t Timut 
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iimus  , erit  , ; . i . 

i P [ r d <7  /•  i 

V(A-t-Cpp;  "r*/  VC  A -b'Cqq)  “*  / V [ A CrrJ  — ® , 

Tade  concludimus : 

• • i*  . - u 

. . , \ i A. 

denotante  [ fun&ioncm  quandam  algebraicam  quan*- 
titatis  luffixae : atque  (umma  harum  trium  fuinflio- 
num  rediret  ad ' expreflionem.  ante  inueatam  , i fi 
modo  relationis  inter  p , q , r datae  ratio  habeatur: 
fcilicet  inde  littera  C clirainiari  deberet.  Haec  au- 
tem redu&io  ingentem  laborem  requireret.  Hic  vero 
imprimis  methodum,  qua  hic.  fiim  vfus,  fpedari 
conuenit , quae,  cum  fit  pcorfus  fingularis  , ad  ma- 
gis arduam  deducere,  videtur.  Certe  comparatio  fun- 
ftionum  tranfccndentium , quam  in  capite  fequente 
fum  traditurus  , vix  alia,  methodo  inueftigari  polle 
■yidetur , vnde  huius  methodi  vtilitas  in  fequenti; 
•capite  potiiiimum  .cernetur.  ■ ; 1 


it  -u.  ■'  *•  T s . 

i t ■ 1 


CAPVT  VL 
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d e r; 


COMPARATIONE  Q57AA^ 

, nu  i i'i  At'*  i VAi.VA***V  ■ 

. 

' ^ Pd*  , 

f yi(A  + iBi  + c**+‘'Dl‘t* 8-1  y - • 


C •* 

) . ' t t 

■JT.  ' i •». 


Problema  78. 


/ 


606. 

P ropofita  r latione  inter  x et  / hac 

• 1 ••  ^ : . : .<  •, »> 

a -+-■ v ( x x-\-yy ) -i-  2 & xy-\- Z, x xyy  — » 

inde  elicere  'functiones  trnnfcendentes  formae  prae- 
fcriptae  quas  inter  fe  comparare  liceat. 

c,  • • Solutio.* 

Ex  propoftta  aequatione  definiatur  vtraque 
■variabilis 

__  Trr  t i< et 

j. — 

_y,-4-V  I—  <.*»-*•'  ss- vv- at)JJ  — yjy*A 
— * — ?y-*-<yy  . ■ ' 

1 • - Lll  a <luae 
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quae  radiali*  ad  formam  praefcriptam  reuocentur 
ponendo  : 

— a.y^z  Am  \ $ S — yy—^a^—Cm  et  — y£  — Ea» 

Tnde  fit : - . 

«,  . . ' r et  SSzzCm-t-  YY  + T?^5, 

...  ..  _ . 

yx-t-  Sy-E^xyjfz^  Ym[A-hCyj  -f-E/ ) 

Ipfa  autem  aequatio  propofita,  fi  difiercntietur  , dat 

dx  ( y a: + <5> -+-  ) 4.  dy  ( yy -f J x + %x  xy ) ==  o 

\ •> 

Tbi  illi  yalores  fubftitutr  praebent 

dx r dy 

d (A  C x * + r**  J ~I  ,ft,k+.Cyy  ' — O. 

Viciflim  ergo  ptopofita  hac  aequatione  diflerentiali 
«i  fatisficiet  haec  aequatio  finita: 

-A»+yy(r  x+yy  J+  2 xy  V ( y C «y  y+ AE««) 

— Emxxyy—o 

fcu  ponendo  V— A haec: 

— A + k ( x x Eyy ) + %xy  V (k k 4*  k C-f-  A E )' - E x xjyz o 

quae  cum  iquoluat  conflantem  k itt  aequatione  dif- 
fcrentiali  non  contentam  r fimul  erit  integrale  com-» 
pletum.  Hinc  autem  fit 

ly  + xV[kk-i-kC+AE) -ExxjrzVk(A ECxx+Ex*)  et 
kx+yV  (kk  + kC+  AE)-Ejxr^Yk[A-i-Cjy-\-Ey*) 

Coroll.  i . 
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CoroH*  1. 

<To7-  Conflans  k ita  affumi  poteft  , Yt  poGto 
x~o  , fiat  yrr b J oritur  autem  : 

bk-V Ak  et  bVlkk+kC+AEj-VkiA+CM+Eb*) 

ergo  *-&etV(iUH-AC+AFA-“~ l/A,A  ‘ ~,T 

AJ+xy/  AiA+Cbb+EtfyEbbxxyzbVhtA+Cxx-^Ex*) 

et  f '■*  . 

. Aj:4J'VA(A  f C^E^)-EAi«x^yA(A4^+E7*j. 

• _ 

Coro II.  2,  : 

. *°8-  Haec  igitur  relatio  finita  inter'  x et  / 
erit  lutegrale  completum  aequationis  differemialis:  < 

rf»  ■>  ■ .■ 

-f-  -»  E^Vf  = » 

quod  rationaliter  inter  a?  er y exprefliim  erit: 

* {x^-h^-bb)->r2  xyV A {A-±-Qbb-+-Eb*)-Ebbxxjy  — 9. 

Coro  1 L 3. 

*°9<  Hinc  ergo  ita  per  * exprimetur  * ft  fit : 

••  y = ~ c*»  *>->■?  »<  * U c*  t g &«  i 

atque  ex  hoc  Yalore  elicitur  i 

^ 1 1 3»  Coroll.  4, 
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C o r o 1 1.  4. 

<5ro.  Hinc  conflantem  b pro  lubitu  determi- 
nando infinita  integralia  particularia  exhiberi  poffunt, 
quorum  praecipua  Cunf*.  1)  fumendo  1>' , vnde 

3)  Si  A+cw+Ert^f^ft  TKfc  pr=:& 

1 _ C.  A.  Ai " - . r * 


vnde  fit  y — 


. •*  \ 'i— v 

Scholion. 


<c„  Hic  iam  vfds  iftii»  mdthodi , qn* 

trogrediendo  ab  Siel  7^ 

diffcrentialem  pemcnimm.  , lucaient^  p p 

Cum  enim  integratio  formulae 

modo  neque  per  logarithmos  neque  arcus  circulare 
perfici  poffet , mirum  fane  eft  talem  ^tionem 
diffcrentialcm*  adeo  algebra.ee  integrari  poffe . 
quidem  in  praecedente  capite  ope  «usdem  methodi 
funt  tradita  , etiam  methodo  ordinaria  erui  poffunt, 
dum  fingulac  formulae  differentiales  vel  per  loga- 
rithmos vel  arcus  circulares  exprimuntur  , q 
deinceps  comparatio  ad  aequationem  algebra.cam  re- 
ducitur Verum  quia  hic  talis  integratio  plane  non 
locum  imienit , nulla  certe  alia  methodus  patet , 
idem  integrate  , quod  hic  «hibmmus  .nueftt- 
gari  poflet.  Quare  hoc  argumentum  drl, gent.ua 

cuoluamus. 

. ’ • • Proble- 
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: ‘Problema  yg.  - •-  , 

,6 ia.  Si  II:»  denotet  eiusmodi  fun&ionem 

iz, 

fpfius  2*/  vt  fit  Ef :z  ^/~VTT?-  c *»  +'i  «~>  integraii 
ior  fumto  vt  euanefcat.  pofito  z,~o  , comparatio- 
nem inter  huiusmodi  functiones  inucftigare. 

r'-  ; - • • c , 

OOl  lltlO.  , . t 

Pofita  inter  binas  variabiles  x et  y relatione  * 
fupra  definita  vidimus  fore : ■ ^ 5 


■ dx  ■ i ■>  : fy  ■ ' V* 

VU  + Cii  + £j*)  V( 

• • • • : , 

Hinc  cum  pofito  x — o:  fiat  y~  b t elicitur  inte- 
grando 

' H:x-t-n:y=:n:&. 


Cum  iam  nullum  amplius  difcrimen  inter  variabis . 
les  x , y et  conflantem  b intercedat , ftatuamus 
x — p,y~q,  et  h——r  , vt  fit  — Ilrr», 

atque  haec  relatio  inter  fundtiones  tranfeendentes 

Y\\  p-\-l\:q-\-V[\  tzzq 

i ".  . . ' ! »1 

per  fequentes  formulas  algebraicas  exprimetur: 

(A  -E pprr'q-\-pV A(A-ECrr+Er4)+rV A( A-\-Cpp+Ep*)~o  feu 


(A-F.ppqq)r+qV A(A+CpP+Ep*)+pV  A{ A-f  Cqq.+-Eq*)z:o  feu 

( A -Eqqr^p+r  V A(  A -FCqq+-Eq*)+qV  A(  A+Crr+Er*) = a 

quae  oriuntur  ex  hac  aequatione 

AippF  qq—r  r)—Eppq  qrr-\-2pqV  A(tA-\-Qrr-\rEr*)-0‘ 

Haec 
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Haec  Tero  ad  rationalitatem  ptrdutfta  fit 

A A tf+Y+r*-  *PPl  f “ rr-iqqrr)  . 

- ■**  tfl  1 r r ItP +M+Tr^E«?,«V=* 

Ouae  autem  ob  pluralitatem  radicum  fatisfacit  omnibus 
fignorum  variationibus  in  fuperiori  aequatione  tran- 
fceadente, 

C o r o 1 1»  i» 

6i  3.  Sumamus  r negatiue , ¥t  fiats 
J1 : r — H : p n:? 

f—-*— A-jepm 

vnde  colligitur  fore : 

k r 

C o r o 1 L 2. 

*i+.  Quodfi.  ergo  ponamus  ?=p  tt  fit 
n : r = a n ; p 


erit 


‘tqUC  • 

Hoc  igitur  modo  fima  io  atlignari  poteft  aequalis 
duplo  fimilis  funaioni*  • - ‘ _^n 
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6!*.  Si  ponatur  q et 

VA(A+c?H-E  /)-Af' K K*"CfTZl 

■vt  fit  U:if~2Y\:p  fiet  cx  primo  Coroll.  FI:  r—  3 H:p. 
Tum  igitur  erit  r — ma— ikEp+— *c£p«  — «ee^*  • 

Scholion  i. 

616.  Mimis  opcrofum  eft  hanc  funftionum 
multiplicationem  vlterius  continuare  , multoque  mi- 
nus legem  in  earum  pro  ;rcflione  dcpr-chenucre  licet. 
Q110J.fi  ponamus  breuitatis  gratia 

V A(  A-fCpp-f  Ep4;  — AP  et  A-Ep4=rA^J , 

Tt  fit 

CpprrAPP-A-E/  ct  E^“A(i-^), 

hac  multiplicationes  vsque  ad  quadruplum  ita  fe 
habebunt;  Icilicet  fi  (ianumus: 

II:r— 2lI;/>;  II:r=;3n:p  et  II:;—  ^IT.p 
rcptrictur : 

7?  p , , PhJ*  — »«.L  . , «_pur *rr(*  -V -w 

f — <p  1 s — 5j<p_  .pp(i_3J)i»  — — “P4  (1— 3>j"* 

Quodfi  fimili  modo  ponamus  : 

VA(A  + Crr-i-Er4)-AR  et  A-Er4  — A$K 


erit 


M m m 


Tndc 
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rnde  pro  quadruplicatione  fit 

jRr  ^ iR  R(  a — £R  ) — 9t  3t  **  — >«**  f«  — * ) 

t~-  gf  5 1 — : a»'  l ~ — SH* 

Quare  fi  pro  o&uplicatione  ftatuamus  n:s~  811:^ 
erit 

_iTf  ♦ rR 9t(  iRUf  i — 9t )—  9t3t) 

Z' — j — i — ») 

Hinc  intelligitur  quomodo  in  continua  duplicatione 
verfari  oporteat  , neque  tamen  legem  progreffionis 
obferuarc  licet.  Caetcrum  cognitio  huius  legis  ad 
incrementum  Analyfeos  maxime  effet  -optanda  , vt 
inde  generati :r>  relatio  inter  z et  p,  pro  aequalitate 
Tliz—nTl  :p  definiri  portet  , quemadmodum  hoc  in 
capite  praecedente  fucceflit,  hinc  enim  eximias  pro- 
prietates circa  integralia  formae  /v ; \ ^Tc  zZZ-+.  eI«7 
cognofcere  liceret  ,•  quibus  fcientia  analytica  haud 
mediocriter  promoucretur. 

9 * 

Scholion  2. 

<>17  Modus  maxime  idoneus  in  legem  pro- 
grefiionis  inquirendi,  videtur,  fi  ternos  terminos  fe 
ordine  excipientes  contemplemur  hoc  modo  : 

U:x—(n—  1 )U:p  ; Tl-.y  — nU-.p-,  n;s“(n-f  i)n :p 

xbi  cum  fit 


ri:.rrrn:j'  — U:p  et  n:zrrri!y-4-n:p  erit 

x _>VA(A-t-C/»p->-Ef>«)  — flVAM-t-CiMV  -4-  F v*  ) 

A -EPPJJ 


y VA(  A 4-C  pp  -f.Tf>‘)  + p V AfA-4-Cjyj.+-E>*) 

— A — Xp  pyj 


vnde 
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▼nde  concludimus 

(A-E  ppyy){x-\-z)—iyV  A(  A+Cpp+Ep*). 
Iponamus  vt  ante : 

V A( A+Cp/>-f-Ep*)~AP  et  A — Hp*~A.<!p 


et  quia  fingulae  quantitates  x , y , x fa&orcm  p 
fimpliciter  inuoluunt  , fit 

x~-pX  i j —p Y et  2— />Z,  ' • • 

erit 

(i-(i-?)YYj(X  + 2)  = aPT 

feu 


cuius  formulae  ope  ex  binis  terminis  contiguis  X et  Y 
fcquens  Z haud  difficulter  inuenitur.  Quod  quo  fa- 
cilius appareat  ponatur  aPrr Q et  i— ^ = d xt 
fit  Z—  r-fiW  ~ X.  Iam  progreffio  quaefiu  i» 
fe  habebit 


*)  1 i 


a) 

3) 

+) 

5) 


Si 

oa-t*  . 

JJ  sp Q.  Q CV  » 

Q5  D ( ■ -)-  o. ) — . 

v*  — u4  a ’ 

— iQQli*  + <0-^00  . 

— j Q.aS)*  a -t-  js  ip  cw ! -t-  o. ; — ''tc' 


1 


Quaefiio  ergo  huc  redit , \t  inueftigetur  progreffio 
ex  data  relatione  inter  ternos  terminos  fucceffiuos 

Q V 

X , Y , 2 , quae  fit  2 ~ qty ~ X- ; exiftent» 
termino  primo  n et  fecundo 
M m m a 


Proble- 


4fio 


CAPVT  VL 

Problema  80. 


I1:z  eiusmodi  denotet  fun&ioncm 

► n.<* M»»+M;«i  . ,7 

t — / vu  + css+e»*)  » integraU 


fi'!  8.  Si 

ipfuis  z , vt  fit 
ita  (tirnto  vt  cuanclcat  pofito  o , comparatio- 
nem inter  huiusmodi  fun&iunes  tranfeendentes  in- 
vulgare. 

Solutio. 

Stabilita  inter  binas  variabiles  x et  y liac  re- 
latione vt  fit 


A_/+2j)  v — TLb  b x xy~bV A( A4-Cxx*-f-  Ex4)  (cit 
A x+  53/  — E bb  xyy  zrzbV  A ' A -f-  C 'yy  -f-  E/4] 
fiue  (ablata  irrationalitate 


K[xx-\-yy —bb)-\-  2 ^Sxv  — lLbbxxyy — r> 

«sidente  breniratis  gratia  23  — V A(A  + C££+E£4) 
erit  vti  ante  vidimus: 


d r 


dy 


Ponamus  igitur  : 

M r r N j|«  ) dy ' l 


“ 1 y *.j  j -y-Ey*  ) — ®» 


dx_(  L -i 

V ( A ■+■  Cijt  E x*  ) 


V(A  + C»+£/J  uu  V ' A 

Tt  fit  nollro  fignandi  more 


n : x -+*  n : y Confl.  -f b V V A 


vbi  conflans  it  1 definiri  debet,  vt  pofito  z~ o fut 
y—b.  Qiucftio  ergo  ad  inueutionem  fundtionis  V 

reuo- 


Digitized  by  Google 


CAPVT  VI.  4*i 


reuocatur ; quem  in  finem  loco  dy  ralors  ex  priori 
aequatione  fubllituto  erit : 

, ,.r,/  v Wl-t-NC**— >*)) 

ba\  v A — V( 
rerum  quia 

b i'A(  A-t-C*.r+E.v*):=  A^-f-33*— Ebbxxy 

habebimur 

,,r dr(  xx  — yy)  ( M-f-  W ( X X ^7jyV)  T 

— Etbxxy 

Sumamus  iam  aequationem  rationalem : 

r A(.vx4 -yy-bb)+x&xy—Ebbxxyyzz& 

et  ponamus 

xx-\-yy—tt  et  xy—u 


yt  fit 

A{tt-bb)-\-z'3ju  — Ebbuu  — a 
ideoque 

At  dt  — — <&du-{-Ebbudu. 


Cum  porro  fit 

xdx-yydy^.tdt  et  xdy-\-ydx~du 

'erit 

(xx-yy)dxzzixtdt-ydu 

fcu 

A(xx—yy)dx~—du[Ay+li£>x—Ebbxxy) 
ita  yt  fit- 

i x ( xx  — yy)  _ djt 

Aj-htii*— 'tbbxxyt  — * A 

M m m 3 ex 
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ex  quo  deducitur  : 


dVzz.—  J=(MH-N //) 


et  ob 


tt—bb- 


• u 


T b b u n 

▲ 


erit 


rfV=-n(AM+ANM-aBN«+ENM*iO 

Tndc  integrando  elicitur  t 

y Mu  Nif’» 


QW  uu  SNf>Su» 

A * 1 4»  sAA  ' 

Hoc  ergo  yalorc  fubftituto  ob  u~xy  habebimus 


_ _ _ , N bxy  Nf5xi 

n : x n :j  — n :b  — y*  ya 
Cum  autem  fit 


SNt*x*y» 

-T-  ava  ~»AyA  " 


93  a?  — 1 A b b — i A (.t  x-¥-jy)+lEbbxxyy 

erit 

n :x + n :y  - n :b (A'W+xx  f^}~iEWxAj(>) 

cui  ergo  aequationi  fatisfit  per  formulas  algebraicas 
fupra  exhibitas,  quibus  relatio  inter  „v,_y  et  b ex- 
primitur. Quodfi  ergo  ftatuatur  haec  aeqnatio : 

n:p+n:?+n:r=M#r+S^ 

ea  efficitur  fequenti  relatione  inter  p , q , r con- 
flita  : 

{k-fLppqqy+pV  A(A.+Cqq+-E<j*)+qV A(A-f  Cpp+Ep*)~o  feu 
(A-Epprr)q+p V A(A-f-CrH-Er4)+rV' A[A-\-Cpp+¥p*  ~o  feu 
(A-E  tj({rr'J)-\-qV  A(A+Crr+Er4jf  rl/  A(A-pQ^-HE04)-O 

fiue 
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liue  per  fimplicem  irrationalitatem 
Mpp-t-M—rrj-hzpq^M^+Crr+Er^-Eppqqrrzo  feu 
A(pp-\-rr—qqy+-iprV A{A+Cqq-\-Eq*)—Eppqqrr~o  feu 
A{qq-\-rr—pp)-\-2qrV  A(  A+Cpp-±-Ep*)—Eppqqrr -O 
penitusque  irrationali tate  fublata  : 

E E/  ? 1 r *■ - 2 A Ep  p q q r r ( pp  4-  q q + r r ) - + A Cp  p qqr  r 
•h  AA(p*+q'  -\-r*-2ppqq~ipprr-  2qqrr)-Q- 

C o r o 1 1.  r. 

519.  Sit  q~r~sy  vt  habeamus  hanc  ae- 
quationem : 

Xl:p-\-2U\s—  ^ ( A {pp  + 2 r /)  - E ppt*) 

cui  fatisfacit  haec  relatio : 

( A— E/)^-f-axVA(A-+-C/.rH-E/)  = o. 

C o r o 1 J.  2. 

tf20.  SHmamus  s negatiue  , et  loco  p fublti- 
cuamus  ibi  hunc  valorem  , vt  habeamus : 


*n:r  + n:7  + II:r+  Ljx+,hx(A(pp+2ts)-lEpps*) 
'pZij[A(pp+qqirrr')-iEppqqrr  ) 


exiftente 


_HC>or 

~ VA 
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C4<*4 
vnde  fit  ;• 

y x ( a + ctp + eP’  ; = ±;iiAi-_££ir 

,qui  valores  in  fuperiorieus  formulis  lubftitui  debent. 


C o r o 1 ].  5. 

• i • * 

621.  IIoc  modo  efiici  poterit,  vt  partes  nl- 
•gcbraicje  euan  icant,. atque  fundtiones  tranfccndentes 
Iolae  intfr  fe  comparentur.  Vcluti  fi  effet  N^o  , 
(latui  oporteret  sszzzqr3  vt  fieret : 

iIl:;  + n:}  + n:r-o. 

'At  pofito  sszzqr  fit 

1 V \nr  ( A ■+■  Cqr  -t-t  <7'7I>  r ) 

■'  P — A — Eqqrr 

\ ■ - 

EA  vero  etiam  • t 

, — <?VA(A-A.Crr-*-  Er«)—  r V a(  A -4-  Cijg -+-£$♦) 

•C  P— ...  -j-.  - A—  Eqjrr 

quibus  vuloribus  aequatis  oritur  haec  aequatio: 

(A  A + E E q*r*)  iq  7 - 6 q r + r r ) - S C q q r r ( A-fE^rr) 
— 2 AEqqrr(qq-\-ioqr-{-rr)  — os 

Scholion. 

6 z 2..  Si  11:3  exprimat  arenm  cuiuspiam  li- 
neae curuae  rcfpondentem  . abfc.flae  vel  cordae  s, 
hinc  plures  arcus  eiusdem  curuac  inter  (e  comparare 

licet  , 
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licet , Tt  tcI  differentia  binorum  arcuum  fiat  alge- 
braica  , vel  arcus  exhibeantur  datam  rationem  inter 
fe  tenentes.  Hoc  modo  eiusmodi  infignes  curuarum 
proprietates  eruuntur , quarum  ratio  aliunde  vix 
perlpici  queat.  Comparatio  quidem  arcuum  circu- 
larium ex  elementis  nota  per  caput  praecedens  , Tt 
■vidimus  , facile  expeditur  , vnde  etiam  comparatio 
arcuum  parabolicorum  deriuntur.  Ex  hoc  autem 
capite  comparatio  arcuum  ellipticorum  et  hyperbo- 
licorum  fimili  modo  inftitui  poteft  $ cum  enim  ia 
genere  arcus  fcdionis  conicae  tali  formula  expri- 
matur J d xV > haec  transformata  in  iflam 
/ , Fr  praecepta  tradita 

tradari  poielt  , ponendo  A —.ac,  C — a b b c , 
E — b e et  L ~a,  M — b atque  N r=  o.  Haec 
autem  inueftigatio  ad  formulas  , quarum  deno- 
minator eft  V ( A -+-  2 B z -+-  Czz-\-  Ds*-1-Es4) 
extendi  poteft  , fimilisque  eft  praecedenti  , quam  id- 
circo hic  fum  expoliturus  , vnde  f.mul  patebit , 
hunc  efle  vltimum  terminum  , quousque  progredi 
liceat.  Formulae  enim  integrales  magis  complicatae, 
vbi  poft  fignum  radicale  altiores  poteftatcs  ipfius  z 
occurrunt , \el  ipfum  fignum  radicale  altiorcm  di- 
gnitatem inuoliiit , hoc  modo  non  videntur  inter  fe 
comparari  pofle , pauciffimis  cafibus  exceptis , qui 
per  quampiam  fubftitutioncm  ad  huiusmodi  formam 
reduci  queant. 


N b n 


Proble- 
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Problema  81. 


4<5(J 


623.  Si  n-.2  ciusmodi  fun&ionem  ipfius  z 

„ „ f d z 

denotet,  vt  fit  11:2  — /VlA  + aj+c^<.  !D^+Ei']> 
huiusmodi  functiones  inter  fc  comparare. 

Solutio. 

Inter  binas  variabiles  x ct  y flatuatur  relatio 
hac  aequatione  exprefia: 

« -H  2 p ( x -f-/ ) ^ V ( a:  a-  +yy ) -+-  2 $ xy 2 s .v  y ( .v  +y ) 

-jr^xxyyzz  o 

vnde  cum  fiat 

sy(|3-4-8,*-4-***  ) — a — ? 3 « — *y  x a 

yy  — y -+■  z t * -+.  y x x 

erit  radice  cxtradhi : 

3—  Xx—  lxx-4-V'!3-l-Xx-i-^xx'.,— 'g-i--(}x-t-yxx:!y-b?tx+txxfl 

y — . y-t-iex-t-fxx 

Reducatur  fignum  radicale  ad  formam  propofitam , 
ponendo : 

pp  — ay~A m\  p£  — at— (2y~Bttt 
S $ — ape-a^—  y y = C«  j — 

t e —yZ  — Em 

tnde  ex  fex  cocfficientibuS  a.  , P , Y » ^ » * > £ 
quinque  definiuntur  , atque  ad  fextum  infuper  acce- 
dit littera  m , ita  \t  aequatio  aflumta  adhuc  con- 
flantem 
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flantem  arbitrariam  inuoluat.  Inde  ergo  fi  breui- 
tads  gratia  ponamus : 

V ( A -t- 2 13  a- C A' a' — 2 D A'  — {-Ea-  ) — X et 
V(A~t-2B/-i-C.r>  + 2D/4-E/):=Y 
habebimus : 

(S+yy-\-  $ x+exx-\-2exy-\-%xxjzzXY m et 
y a-  +-  <3>  +eyy  + 2 t xy  + %xy  y — YVvi. 

At  aequatio  aflumta  per  differentiationem  dat : 
-\-dx{fi-\-y a+ (J/+  2 exy+eyy+^xyy)  > 
-ydj(p  +•  yy  ■+  8 x + ea  a+  2 e xy+  %x  xy  )= o 

quae  exprefliones  quia  cum  fuperioribus  conueniunt, 
dant : 

Y dx V m — o feu  — o 

vnde  integrando  colligimus 

n : ,v  + n 7 - Conft. 

quae  conflans  , fi  pofito  a-  tr:  o fiat  y—T) , erit 
-n:o+ri:6  vel  in  genere  fi  pofito  x~a,  fiat  y~b , 
ea  erit  ri:a-\-U\b.  Qiiodfi  ergo  iitterae  a,  (3, 
y t § , e , % per  conditiones  fujreriorcs  definiantur , 
aequatio  aflumta  algcbraica  inter  x et  y erit  inte- 
grale  completum  huius  aequationis  differentialis ; 

x . dy ___  — q. 

N n n 2 Ccroll.  1 . 
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Corol l 4. 

„an , ?X«’.  H‘nC  conflantem  'b  pro  J ubi  tu  determi- 
infinita  ,integralia  particularia  exhiberi  pofiunt 
quorum  praecipua  funr:  h)  fumertdo  , vnde 

3)  Si  A •+-  C bb -f-  ES  ^ 1.1W.*  rnde  fit  v ~~~~  ^ * 

, iV  A(  A-*-Cx*-t- Ex«|  1 1 .‘C  XVV. 

vnde  fit  j'— — . — sr.,— — <• 


A — Ebb x x 

- c ' - 


Scholion. 


^0«  *| 


' I - 


<Sii.  Hic  iam  vfiis  iflius mdthbdi , qua  re- 
trogrediendo  ab  aequatione  finita  .ad  aequationem 
differentialem  peruenimus  luculenter  perfpicitur. 
Cum  enim  integratio  formulae  /vt  A-f.Cf«^r>-x«)  nullo 
modo  neque  per  logarithmos  neque  arcus  circulare* 
perfici  poflet , mirum  (ane  eft  talem  aequationem 
differentialem*  adeo  algebraice  integrari  poffe  $ quae 
quidem  in  praecedente  capite  ope  eiusdem  methodi 
funt  tradita,  etiam  methodo  ordinaria  erui . poflunt, 
dum  fingulac  formulae  diffcrentialcs  -vel  per  loga- 
rithmos vel  arcus  circulares  exprimuntur  , quorum 
deinceps  comparatio  ad  aequationem  algebraicam  re- 
ducitur. Verum  quia  hic  talis  integratio  plane  non 
locum  inlienit , nulla  certe  alia  methodus  patet , 
qua  idem  intcgrale  , quod  hic  exhibuimus  , inuefti- 
gari  poffet  Quare  hoc  argumentum  diligentius 
«uoluamus. 


Problc- 
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; Problema  79.  ■ :^d 

. „ fiv1*?  — n:*  denotet  eiusmodi  funtfionem 

SLV'7  fU  ^ integrali 

lemW  I CUanercar  P°flto  , comparatio- - 
ncia  inter  huiusmodi  funttioncs  inueftigare. 

o 1 . • r 

• Solutio. 

Pofita  inter  binas  variabiles  x et  y relati on*  • 
fiipra  definita  vidimus  .fore  : r ) * «Mtioat 


: : €X  ' f ' r t f 

'fU  + c»  + £»'J  VfTToJ 

Hinc  cum  pofito  .r:=o  fiat  y — A 
grando  ' * 


elicitur  inte- 


II  larn-n:/—  H:  h. 


Cum  tam  nullum  amplius  difcrimen  inter  variabit, 

1 » y et  conftantem  b intercedat , ftatuamus 

x —P  j J — q , ct  h——r  , vt  fit  n:irr-n:r. 
at(jue  haec  relatio  inter  funtfiones  tranlcendentes 

n : p + n : y + n : r = o 

per  fequcntes  formulas  algebraicas  exprimetur: 
(A-E^V/.yAtA+Crr+EO+rVAiA+C^H-E^o  feu 

(A-FW,W)r+^A(A+C/.^E?-)+?yA(A+CW+-E?>o  ft* 
{A-E??/-r>+ryA(A+C?f+E?‘)+fyA(A+Crf+EO=(. 

quae  oriuntur  ex  hac  aequatione 

k{pp  + qq-r  r)- Epp  q qn^pqV  A{A-\-Qrr+Er*)-o. 

Haec 


45* 
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Cor  oli.' 

**?'• MinC  conilaate™  * Pro  lubitu  detcrmi- 

,ntTUa  Particuh™  «Wbcri  poflunr, 
quorum  praecipua  funr:  r)  fnmendo  fcV,  »nde 

3)  Si  A + Cbb-^EIT^b  {•TT.M  f rnde  fir  v—  v* 

, 6V  At  4 + CII+  El*|  .'.  i .'C  *',1S 

vade  fit  * — £&*** — * 

C-v  <T-&  A;VU  • -.1 

Scholion. 


<?i  1.  Hic  iam  vfiis  iftius  mdthbdi , qua  re- 
trogrcdiendo  ab  acquatioue  finita  .ad  aequationem 
difFerentialem  peruenimus  ,’l  ‘luculenter  perfpicitur. 
Cum  enim  integratio  formulae  /vu-^c^i+E*1»1)  nullo 
modo  neque  per  logarithmos  neque  arcus  circulare* 
perfici  pofict , mirum  fane  eft  talem  aequationem 
differentialem*adeo  algcbraice  integrari  poffe  $ quae 
quidem  in  praecedente  capite  ope  eiitedem  methodi 
funt  tradita  , etiam  methodo  ordinaria  erui  poffunt, 
dum  lingulae  formulae  difTcrcntialcs  vel  per  loga- 
rithmos vel  arcus  circulares  exprimuntur  , quorum 
deinceps  comparatio  ad  aequationem  algebraicam  re- 
ducitur. Verum  quia  hic  talis  integratio  plane  non 
locum  inticnit , nulla  certe  alia  methodus  patet , 
qua  idem  intcgrale  , quod  hic  exhibuimus  , inuefti- 
gari  poffet.  Quare  hoc  argumentum  diligentius 
euoluamus. 

Proble- 
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: Problema  y 9.-  > --vi 

. tfi2.  Si  IT:s  denotet  eiusmodi  fun&ionem 
ipfius  z *, ' vt  fit  H : s cTT^T^l  integrali 

in  fiimto  vt  euanefeat  pofito  s — o , comparatio- 
nem inter  huiusmodi  functiones  inuefligare. 

r ' c j r'  ’"V  *' 

jm  . aolutio.  . . ..  f 1 1 

Pofita  inter  binas  variabiles  x et  y relatione  ' 
fiipra  definita  vidimus  fure  i 

; • ix  W , *•  ' I > ~ gjf . ' A 

V (A  U-C  XX  ■+■  Ex*)  "v  ( A C yy  ®' 

• • . • ! , 

Hinc  cum  pofito  a:c=o:  fiat  y~b  r elicitur  inte- 
grando 

II : x -+-  II : y =r  II : 5. 

Cum  iam  nullum  amplius  diferimen  inter  variabi- . 
les  x , y et  conflantem  b intercedat , (latuamus 
x — p , y — q,  et  fi— — r,  vt  fit  II:fi~—  Ilrr* 
atque  haec  relatio  inter  fuinfliones  tranfccndentcs 

n 1 p — f-  n : q — f—  O : r — o 

per  fequentes  formulas  algebraicas  exprimetur : 

(A -'Epprr' q-\-pV A(A-f-Crr+Er4)+rV A(A+C/£4-Ep*)ra  feu 

(A-¥.ppqq)r+qV A ( A 4- Cpp+ Ep*)+pV A(A-f C^-HE^ro  feta 

( A -Eqqrtp+r  V A(  A-f-C^4-E/)+?T/A{  A+Crr+Er*)=o 

quae  oriuntur  ex  hac  aequatione 

A{pp  + qq—rr)—Eppq  qrr+  2pqVA(A+Crr+Er*)~o- 

Haec 
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Haec  vero  ad  rationalitatem  pferduda  fit 

, . »i ■ ' . . *"  *.  „ . i i * * t f 

A A (/-+-?* -l-f*—  ippqq  — a pprr~  i qq r r) 

— fliA  Ef rr 

, . . -l-EiE^*r*zz« 

quaeautem  ob  pluralitatem  radicum  fatisfacit  omnibu» 
fignorum  variationibus  in  fuperiori  aequatione  tran- 
fccn  dente, 

C o r o 1 1,  i, 

t Sumamus  r negatiue,  vt  fiat; 

ji  • t ^z.  n i p — j-  n ; n 

eritque 

- — fVAf  AA-Cgq+-  E (?*>-»■  q V A f A-t- C P» ->-»<»«  > 

— A — EPP9? 


vnde  colligitur  fore : 

CoToM.  2. 

4 14.  Quodfi  ergo  ponamus  vt  fit 

n;r-in:; 


erit 


r »»VA  (A-*-Cpj  + T,*) 


atque 

y A+Crr+£r*  AA-hiACpp-t-4AZp*-hiCEp*+tKp»  . 

A — (A— Ep*)*  * 

Hoc  igitur  modo  fundio  allignari  poteft  aequalis 
duplo  fimilis  'fundioni* 

Coroll.  3. 
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457 


Coroll.  5. 

6 15.  Si  ponatur  q - et 

V A (A  + C?y+E/)->f-A  A^cf  ^ ;CE-f<^, 

■vt  fit  U:(f-2U‘.p  fiet  ex  primo  Coroll.  H:  r—  3 T\:p. 

Tum  tiMfiir  rrir  r—  £Sj-*±+'.*  cPf>-*-«  A*P*- E Ep'J 

i um  icitur  ent  r — *a— <a Ep4— «ce?»  — iEEp«  • 

Scholion  i. 


616.  Mimis  operorum  eft  hanc  fundtionum 
multiplicationem  -vlterius  continuare  , multoque  mi- 
nus legem  in  earum  pro  ;rcllione  depr-ehenuere  licet. 
Qiiodfi  ponamus  breuitatis  gratia 

VA(A  + Cpp+Ep4;  = AP  et  A-Ep4=A^>, 

Tt  fit 

CppzrAPP-A  — E/  et  Ep4“  Afi-^) , 

hac  multiplicationes  vsque  ad  quadruplum  ita  fe 
habebunt ; Ici  licet  fi  ftariumus: 

H:r~‘2.Il:p  $ II:x—  3 n :/>  ct  II:r—  ^U:p 


rcpcrictur : 

ap^;  r »r«PT-»<)  4j>pur ,ppri-^3T 

f — sj(  » J — 5)10  — ♦ pp(  1 - 3})  » * — • 5i*  — .16  p«  (1— jjj  ’• 

Quodfi  fimili  modo  ponamus  : 

V A( A-v-Crr-i-Er4)~ AR  et  A-Er4  — A9t 


erit  _ 

=ia  et  a-S!=*pi=Jb 

HI  m in  ynde 
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Ynde  pro  quairuplicatione  fit 

iKr  ^ _ iR  R(  j — »)  — 9t  3C  rt» 3l«_  i«R*(  i — 3C) 

* — ■»  ; 1 — '»»'  i A — «♦ 

Quare  fi  pro  o&uplicatione  ftatuamus  U:z~  811:^ 
erit 

t Tt  _ ♦ rR  9tf  .Rl!(i  — 9i  -M, 

z — ~Z  — ■ — » J 

Hinc  intelligitur  quomodo  in  continua  duplicatione 
yerfan  oporteat , neque  tamen  legem  progrefiionis 
obferuarc  licet.  Caeterum  cognitio  huius  legis  ad 
incrementum  Analyfeos  maxime  effet  -optanda  , Yt 
inde  generati :n  relatio  inter  z et  p,  pro  aequalitate 
Fl:s  — nD:p  definiri  poflet  , quemadmodum  hoc  in 
capite  praecedente  fucceflit,  hinc  enim  eximias  pro- 
prietates circa  integralia  formae  f ^ 
cognofcere  liceret ; quibus  fcientia  analytica  haud 
mediocriter  promoucretur. 


Scholion  2. 


tfi7  Modus  maxime  idoneus  in  legem  pro- 
greflionis  inquirendi  , videtur,  fi  ternos  terminos  fe 
ordine  excipientes  contemplemur  hoc  modo  : 

I\ix—(n—  x )T\:p  ; — nU:p-y  ri:z— (»•+•  i')n :f 

Ybi  cum  fit 


II:A-=:n:y— n:p  et  n:zrrn?y-f-ri:/>  erit 

x — y Y A ( A Cfl  t -t-  F.  ft*  ) — py  A(  \ -t-Cy  y-t-  F >4  ] 

A — Ep?yj 

A — £,P 


Ynde 


i 
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vnde  concludimus 

( A - Eppyy ) ( x-\-z ) — V A ( A -f- Cpp+ Ep* ). 

donamus  vt  ante : 

V A(  A+C/»/>-+-Ep4)— AP  et  A-E/>4  ~ 

et  quia  fingulae  quantitates  x , y , i fadorem  p 
{impliciter  inuoluunt  , fit 

x—pX  ; y—pY  et  z—p7. , 
erit 

(i-(i-g>)YYj(X4-2)  = 2PT 

fcu 

7 Y 

. — t 1 — j Y Y -*■ 

cuius  formulae  ope  ex  binis  terminis  contiguis  X et  Y 
fequens  Z haud  difficulter  inuenitur.  Quod  quo  fa- 
cilius appareat  ponatur  2PrrQ  et  i—  vt 

fit  Z—  — — X.  Iam  progreffio  quaefita  i» 
fe  habebit 

0 1 i 
\ CL 
*)  V » 

3)  ?J  ip  — Q Q Q > 

, \ Q1  ?!  C ■->-&)—  ■q»»- . 

. ' V'  — Q?  CV  _ ’ 

5)  55»  — 3 uwo+u' 3>  3>ac  >-*-£»— .«?&  ccc’ 

Quaefiio  ergo  huc  redit , vt  inueftigetur  progreffio  't 
ex  data  relatione  inter  ternos  terminos  fucceffiuos 
X,  Y,  Z,  quae  fit  Z — T~qyv — X'  j exi  fient* 
termino  primo  r i et  fecundo  = ,-dhv 

M m ra  z Proble- 
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Problema  80. 


■S.  Si  FI:  2 eiusmodi  denotet  futnfiionen^ 
’ vt  fit  n.-s — f c s a-t-  e a* / » intcgruli 


:co  , comparatio- 
tranfccndentes  in- 


* <fr3. 

ipfitts  2 

itu  iuiTuo  vt  ciianelcat  pofito  * 
nem  inter  huiusmodi  fun&ioncs 
vcltigare. 

Solutio. 

Stabilita  iibtcr  binas  variabile*  x et  y hac  re- 
latione vt  ftt 


A ./-1-53  A' — E bbxxy  — bV  A(  A+C.v^-f-Ex4)  feu 
A.v+  53/  — E bbxyy^zb  V A(  A+C/z-f-E/4) 
fiue  fublata  irrationalitate 

r 

A [XX-\-)j—bb)-\-  2 53  v/—  E bbxxy  v — o 

«xiftewe  bre uitatis  gratia  53  -V A( A + C£i>4-E£f) 
erit  vti  ante  vidimus: 


d f 


dy 

-+-£a*) 


=o. 


y(*  + cn  + *i») 

Ponamus  igitur  : 

i*(  t + ivn+Miy+Nj») I ,,,  i/  . 

V ( A-Hr  +Ex'J  *+*  y ( .v  Cyy+-  Ey  ) Oa\  V A 

Tt  fit  nofi.ro  fignandi  more 

' n:.v-+-n:>'=Confl.-f  bWA 


vbi  confiatis  it  i definiri  debet,  vt  pofito  s— o fiat 
y—b.  Qtucfiio  ergo  ad  inueutionem  functionis  V 

reuo- 
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reuocatur;  quem  in  finem  loco  dy  Yalorc 
■cquationc  fubllituto  erit : 


bdv  v a 


ex  priori 


Ycrnm  quia 

M'  A ( A-f-  C au-4-E.v4;  — — Eb  b xxy 


habebimur 

,-y ilr(  xx — 1‘V)  e M-4-Mf  «x-yyyV)  r 

“ _ kj-f-Sbx— Eibx  xy~ 

Sumamus  iam  aequationem  rationalem : 

r A ( x x +yy -bb)-\-2<&xy—Ebbxxyy—9 

Y * 

et  ponamus  , .... 

xx+yy—tt  et  xy—u 


Yt  fit 

A(//  — bb)-\-i<Sdu— Ebbuu  — ® 
ltleoque 

Atdt  iz  — 'ZoJu  + Ebbudu. 


Cum  porro  fit 

xix-\-ydyrztdt  et  xdy-\-ydx~du 

'erit 

(xx-yy)dxzzxtdt-ydu 

fCH 

A(xx-yy)dxz=.-du[Ay+&x—Ebbxxy) 
ita  Yt  fit- 

i x ( xx  — yy)  d» 

k)  — £ o e xxy)  — ■ A 

M m m 3 ex 
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cx  quo  deducitur  : 


= - r(M+N//) 


et  ob 


i i »5Sm  , E55u» 

ttzzb  b — H — 


ent 


dV— -i|(AM  + AN^i-2  33N«+ENi4«a) 

rndc  integrando  elicitur  t 


,r M_“  tibbu 

V — A A 


CBNuu  ttff.Jj,» 

A A »AA  ’ 


Hoc  ergo  yalorc  fubftituto  ob  u~xy  habebimus 

n:*+n;r=n;f-»|F  - “?+  ^ - a!.'^ 

Cum  autem  fit 


•AVA 


33 = ’ A b b - -i  A ( .v .v -\-yy ) -K  E bbxxjj 

erit 

n :x + n :y  ~ n :b  - ^ ( A(  W-f .v.v-Uj)-  j E^^AA^y) 

cui  ergo  aequationi  iatisfit  per  formulas  algebraicas 
fupra  exhibitas,  quibus  relatio  inter  x,y  et  b ex- 
primitur. Quodfi  ergo  ftatuatur  haec  aequatio : 

n :p+ n :q+ n : r~ ”^4-  JS(A  (pp+qq+rr)-  iE ppqfrr) 

ea  efficitur  fequenti  relatioue  inter  p , q , r con- 
ftita  : 

(A-E/>/»^)r+/)VA(A+Cf7-4-Ei74)+7>/’A(A+  Cpp+Ep*)~o  feu 
(A-Epprr)q+pV -\[A+Crr+Er*)+rV A( A +Cpp+ Yp*  ~o  feu 
(A-E</7rr]p-i-?yA(A4-Crr+Er4;+ryA(A4-C7^+Ey4)^o 

fiue 
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fiue  per  fimplicem  irrationalitatcm 
Mpp-Effl— rr)-^-2pqV A(A-{-Crr-\-Er*)— Eppqqrr~o  feu 
A(p/H-rr— yy)4-2pr V A(A+C^4-E^*)— Eppqqrr~o  fc» 
A{qq-\-rr—pp)-\-2.qrV A(  A+Cpp-\-Ep*)— Eppqqrr  ~o 
penitusque  irrationali tate  fublata  : 

^‘EP*q*r*—2AEppqqrr(pp-+-qq-\-rr)-+ACppqqrr 

•\-AA(p'+q'-t-r,-2ppqq-2pprr-2qqrr)-Q‘ 

C O r O I 1.  I. 

• v ... 

619.  Sit  q^r~f , vt  habeamus  hanc  ae- 
quationem : 

n \p-\-  2 n \s~  + t^(a  (pp+is  s)~iEppt*') 

cui  fatisfacit  haec  relatio : 

(A-EO^H-2'VA(A-^Cr^-E/)  = o. 

C o r o 1 J.  2. 

tf20.  Sumamus  s negati ue  , ct  loco  p fubfti- 
tuamus  ibi  hunc  valorem  , vt  habeamus : 

* n : X + n : q + n : r + ^ ( A(pp  + 2 r s ) -\Epps') 
-yiT ^Wpi{A(pp  +??  \-rr)-iEppqqrr  ) 

«xiftcntc 
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vnde  fit 

VA(A+Q/+E/;= ' uE^r?— - — -* 
flui  valorcs  in  luperioricus  formulis  lubftitui  debent. 


C o r o 1 ].  5. 

<?2i.  Hoc  modo  efiici  pnterit  , vt  partes  nl- 
■pel-raicae  euan. fcant , atque  funftioncs  tranfccndentes 
Iolae  inter  (e  comparentur.  Veluti  fi  cflet  N — o , 
fiatui  oporteret  ss—qr  3 vt  fieret : 

a II : / -h  n : q -+-  n : r — o. 

‘At  pofito  ss  — qr  fit 

»V>ar  ( A -4-  Cq  r -4-E  q qr  r ) 

P k — Eqqrr  • 

'\  1 - • ' 

Eft  vero  etiam  -} 

— jVA(a  •ycrr  + Er*)—  w A(  A-+-  cg^-j-E^ 

.C  T — >.  . - • ‘ . - k — E.j  jrr  • 

quibus  valoribus  aequatis  oritur  hacc  aequatio : 

[kA.  + E'Eq*r*){qq-6qr-\-rr)-%Qqqrr{\-\-Vqqrr) 

— 2 &.Eqqrr(qq-i-ioqr-k-rr)  — Os  - 

• i.  . - • - - 

Sch  olion. 

tfia.  Si  IT:s  exprimat  aTcnm  cuiuspiam  li- 
neae curuae  refpondentcm  . abtc.flac  vel  cordae  z , 
hinc  plures  arcus  eiusdem  curuae  inter  le  comparare 

licet  , 
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licet , vt  Tei  differentia  binorum  arcuum  fiat  alge- 
braica  , \el  arcus  exhibeantur  datam  rationem  inter 
fe  tenentes.  Hoc  modo  eiusmodi  inffgncs  curuarum 
proprietates  eruuntur  , quarum  ratio  aliunde  vix 
perlpici  queat.  Comparatio  quidem  arcuum  circu- 
larium ex  elementis  nota  per  caput  praecedens  , vt 
vidimus  , facile  expeditur  , vnde  etiam  comparatio 
arcuum  parabolicorum  deriuntur.  Ex  hoc  autem 
capite  comparatio  arcuum  ellipticorum  et  hyperbo- 
licorum  fimili  modo  inftitui  potefl ; cum  enim  ia 
genere  arcus  fcdionis  conicae  tali  formula  expri- 
matur , haec  transformata  in  iflam 

f r > Per  praecepta  tradita 

tradari  poielt  , ponendo  A — ac,  C — a b -f-  b c , 
~E—be  et  L~  a , M — b atque  N = o.  Haec 
autem  inueftigatio  ad  formulas  , quarum  deno- 
minator eff  V ( A -+-  2 Bs 

extendi  poteff  , fimilisque  cft  praecedenti  , quam  id- 
circo hic  fum  expofiturus  , vnde  fimul  patebit , 
hunc  efle  vltimum  terminum  , quousque  progredi 
liceat.  Formulae  enim  integralcs  magis  complicatae, 
\bi  poft  fignum  radicale  altiores  potellatcs  ipffus  z 
occurrunt  , vel  ipfum  fignum  radicale  altiorcm  di- 
gnitatem inuoluit  , hoc  rrodo  non  videntur  inter  fe 
comparari  pofle , pauciffimis  cafibus  exceptis , qui 
per  quampiam  fubftitutiopcm  ad  huiusmodi  formam 
reduci  queant. 


N b n 


Proble- 
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flantem  arbitrariam  inuoluat.  Inde  ergo  fi  breui- 
tatis  gratia  ponamus: 

y(A-j-2liA*-f-CA'ar-l-2DA’,-I-Ea:4)r:X  et 
V(A-I-2B/4-C/>4-2D/-i-E/)=Y 
habebimus : 

(3  + yy  + $ A*+£A\t-f  zexy •h^A,.rj'~XV' m et 
(3-t-y  x -i-Sy+tyy  + lexy  + ^xyyzz.  Y V m. 

At  aequatio  aflumta  per  differentiationem  dat: 
•\-dx(p+yx+8/+iexj+tyj+ilxjj)  . 

+yj  4-  $ X + 6 A A’+  2 £ A^+  $A*  AJ  )=0 

quae  exprefiiones  quia  cum  fuperioribus  conucniunt, 
dant : 

Y dxV m-\-XdjV m—  o feti  zzo 

ynde  integrando  colligimus :‘ 
n : x n \y  — Conft. 

quae  conflans  , fi  pofito  rro  fiat  y~b  , erit 
— 11:04-11:^  vel  in  genere  fi  pofito  Arar,  fiat  y~bt 
ca  erit  U:a-\-U:b.  Quodfi  ergo  Jitterac  a,  (3, 
y , S , e , Z per  conditiones  luperiores  definiantur  , 
aequatio  aflumta  algcbraica  inter  a*  ct  y erit  inte- 
grale  completum  huius  aequationis  difierentialis : 

M* 1 ^.-o- 

N n n 2 Ccroll.  1. 
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Coro  11.  i. 

624..  Ad  has  litteras  a , fi  , y , $ , r } £ 
definiendas  fumantur  primo  aequationes  biuac  ad 
dextram  pofitac  , quae  (unt : 

(^— y)(3— as  = B7«  ct  (^-yjg-^  — Dwj 
Ynde  quaerantur  binae  (3  et  e , reperieturque 

p — ^ — 7) B -*•  ■»  n r— — y ) d -*- <? 3 

P ( J — 7 / ! ^ — v J — •)>  ;>  M- 

C o r o I T.  5 . 

<?2$.  Sit  breuitatis  gratia  S — y — X fe» 
J rr  y X erit 


(5=xx: 


H.®  ^ ...  ..  i7 B <f  -f>  D X 

Ct  E = «*• 


Iam  cx  conditione  prima  et  vltima  oritur 
PPZ-aee=:(AZ-Ea)mr 
tbi  illi  ya’orcs  fubflituti  praebent 

A A.  — T?  « ~ A 4 — E « 

Ynde  fit 

PA  — »?)(*^  - £«) 

"*  BB^—DD* 

At  ex  prima  et  vltima  fequitur 

DDf3f3-BB£e4y(BB<-DDa)-(ADD~BBE>i 

Ynde  colligitur 

*\j  — fA^— EayAPP— BBE;\X-4-;B!VAf—  Ea\-t.ABR.V— TOIF... 

K ~ 


Coroll.  J. 
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616.  Supcrcft  tertia  aequatio 
j - a(3e  — n % — C m 


quae  cum  pro  m fubftituto  valorc  fit 


P = 


( — E a ) ( D a -+-  B X ) 

B B i — D Da 


et  ! — IIS^-DDi 


fi  ifti  valores  fubftituantur , commode  inde  colli- 
gitur v 

\ _ C'A^— Ea;;BB^— DP») — BP;\<?— E«;«— <BBf— DPa)» 
Aa^EJD— BBE,  * * 


Scholion  r, 

627.  Quia  his  vaforibus  -vti  non  licet , quo- 
ties fuerit  ADD— BBErro  , aliam  refolutionem 
huic  incommodo  non  obnoxiam  tradam  : Pofito 
«J  — y -4-  X , fit  infuper  XXrea^+jx  vt  primae 
formulae  fiunt 

(3 ~ ji( Da-4-BX)  et  r=j|(B$+DX), 

Iam  prima  et  \ltima  iun&is  prodit 

A^— Ea  — ^(BB^-DDa) 

qua  aequatione  ratio  inter  a et  £ definitur  , quae 
cum  fufficiat , erit 

arrjJiA— BBw  ct  4 = fxE-DD/» 


hineque 

XX={a+(^A-BBot)(p.E-DD»j) 
N n n 2 


Tnde 
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Tndc  colligimus : 

V = Z? (a EDX+( ADD-BBE  y ) - «r  - * 
Valores  a ct  £ in  formula  Coroll.  3.  fubftitirti  dant 

cuius  quadratum  illi  valori  a £ +■  pe  aequatum  , 
perducit  ad  hanc  aequationem 

pc(pi— G//)'-h4-(BD— AE)w;/?fa.+4(ADD-BCD+BCE)w*=4?/?« 
ad  quam  refoluendam  ponatur  p.  M m , fictque 

m — »i«-Cj1t-«»[BD-A£;4-4tADD-rCD+E  BT) 

atque  hic  efl  M conflans  illa  arbitraria  pro  integrali 
completo  requifita.  Hoc  modo  omnes  litterae 
« , f3 . y > ^ > e > £ eodem  denomiuatorc  affcdli 
prodibunt  , quo  omiffo  habebimus : 

*=+{AM-BB);  (3=aB(M-C;-H-AD;  y=4AE-(M-C/ 

EM-DD);  er 2D'M-C)4-4BE ; *rMM-CC4-+(AE+BD) 
quibus  inuentis  aequatio  noflra  canonica 
c— «+  2 (3(.v-hy)-hy(A-j:  jy-h  ^xy[x-\-y)^xx^y 

fi  breuitatis  gratia  ponamus 
M(M-C),+4MlBD-AE)+4(ADD~BCD4-BBE)=:A 
rcfoluta  dabit 

(3+^.v-f  f.vA-+;(Y+2£.v4  £vA*)r-f-  2 V,a,A+2B.v+C.v.v+  2]).v'-f  E.v*) 
P+^/4  VJ-\-x(Y+2y-\-%yjj — + 2 V A(A-f-aB/+G->+aD/+  Er4)  • 

quae 
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qir.ic  ergo  cft  integrale  completum  huius  aequatio- 
nis diflfLrcntialis : 


d x 


dy 


Schclion  2. 

5a8.  Cum  hic  ab  idonea  coefficientium  deter- 
minatione totum  negotium  pendeat,  operae  pretium 
erit , eam  luculentius  exponere.  Polito  igitur  fta- 
tim  <5  — y-}-X  ct  AX-a<=M«,  quinque  condi- 
tiones adimplendae  funt: 

I.  p(3-ay=rAw; 

II.  ee-Y^— E m; 

III.  (3X~ae  — B/«; 

IV.  eX-(3^=D/«; 

V.  yX—  2 (3e~C«. 

Iliae  ex  tertia  et  quarta  combinando  deducitur  t 
mfBX+Da)— (3(XX- «£):=: (3M»  ergo 

»(DX+B^)=«(XX-aO=eM*  erS°  ez: 

Iam  ex  prima  et  fecunda  elidendo  y oritur 

B B <f  — D D « . 

A$-Ea)=(3f3<-ee*=:  "»  ’m 

hin  eque 

<(AM-BB)=.»(EM-DD) 

quare 
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quare  ftatuatur : 

#-n(AM-BB)  ct  £=®(EM-DD). 

Tum  \cro  indidem  eft 

E(3(3— Eay  zzkee  — A feu 

y ( A % — E a ) A e e — E (3  (3 

pro  qua  tradanda  cum  fit  pro  a et  £ fubflitutis 
Yaloribus : 

f3  = nAD+®>-»BD)  et  »=:«BE-d-®(X-«BD ) 
fit  breuitatis  ergo  X— «BDrtwMN  vt  habeamus; 

|3  — «( AD-hBN)  et  s=»(BE-j-DN) 

«t  quia 

A<-Ea-»(BBE-ADD) 

atque 

Af£-E(3(3=«<ABBEE+ADDNN-AADDE-BBENN) 
feu  Aee— Ef3f3=»»(BBE-ADD)(AE-NN) 

fiet  y — n(AE  — NN> 

Cum  autem  fit 

X— «(BD-yMN)  et  XXrr«»(AM-BBXEM-DD)+Mw 
erit 

M//;=«»(2BDMN-1-MMNN-AEMM-VM(ADD+BBE)) 
feu  w=:nB(2BDN4-MNN-AEM+ADDfBBE). 

Denique 
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Denique  aequatio  quinta  (3e~y XrJwCM-C)  euoluta 
praebet 

f3£-yXr«»((AD-+BN;(BE+DN)-(AE-NN)(BD+MN)) 

-w»N(2BDN+MN  N-AEM4-ADD+BBE)=Not 

vnde  fit  Nn:i(M  — C)  ac  propterea 

m—nn[  BD(M— C)-HM(M  rC)‘-  AEM+ADD+BBE). 

Hincque  fumendo  /ir  4 fuperiores  valores  obtinen- 
tur. 

Exemplum  i. 

619.  Inuenire  integrale  completum  huius  aequa- 
tionis different  talis'.  ±7&P+JJ7  -i-  ~±TT^pri  tT  — °- 

Hic  eft  x—  p ; Arraj-Brr \b’,  C~o ; 

Drro  ; E = o \nde  fiunt  • cocfficientcs : 

a,—  4ai\l—  bb p—  £M;  yrr—  MM 
^ = o;  £ = o;  JrMM 

et  A — M* , vnde  intcgralc  completum  erit : 

6M-H  M M/>  — M M q - -j-  2 M V M ( a -j-  bp ) 
fcu  b-\-fA[p~  q)—+_  2 VN(a-+-bp) 

\el  b-\-l\\{q— p)  — ff  2 VM(a  •+-  bq) 

quae  figna  ambigua  radicalium  cum  fignis  in  ae- 
quatione diffcrcntiali  conuenirc  debent, 

* -•  . j . • • * 

O 0 o Exem- 


V 
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Exemplum  2. 

530.  Inuenire  integrale  completum  huius  aequa- 
tionis differentiatis  : — ° 

Sumto  x—p  et  y—q  erit  A — a,  B-o  j 
Czzh  j D — o;  ergo: 

(3“o$  Y — — (M  — i)* 

% = o;  e=:o; 
atque  AzrM(M  — £)* 

rnde  integrale  completum  in  his  aequationibus  eoo- 
tinebitur  : 

feu  (M  — t)y— + 2 • 

et  (M-+-£)y—(M  — £)/>:=;+ 2 VM(a-|- 

Exemplum 

<?3i.  lnuenire  integrale  completum  huius  aequa- 
tionis differentiatis : ^-fir+rp)  -+-  57T« 

Sumto  j: ~p\yz=.q\  erit  A -«  ; Bzr o ; 
Czzo  j D^z^j  E — o;  ergo 

a — 4 a M ; P — ; yr-MM 

%——bb  ; t~b  Mi  ? = MM 

et  A;=M*-t-a&6 

.i  n • Tnde 
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vndfc  integrate  completum 

+ M + zbMp—bbpp)— 

4-aV(  M *~habb)(la+bpl) 

fiue : 

zab-\-Mp( M -\-bp)-q{ M -bp)'~ -f-  aVfM ,+abb)(a-\-bp’)  et 
zab+Mq^+bqyp^-bqyzL^iV^+abb^a+bq*). 

Exemplum  4. 

632.  Inuenire  integrale  completum  huius  aequa- 
tionis differ entiali s : ^ {?+tp~) + ±7(  — °» 

Pofito  xzzp;j'  — q erit  A— a;  B rzc ; C~Oj 
D”o  5 E“  b j ergo 

«~4aM;  (3rro  j yzr4a^— MAI 

^-4^M;  e ~ o ; <3  — 31 31  -f-  4 3 & 

et  A n M*- 436 31 

■vnde  integrale  completum  : 

(.31  M -+-  \ab)p-\-q{\ab  — M M -f-4^M/>/>)  =: 
~1~  2 T'  M ( M 31  — 4 a b)  [a  — |—  £p4  J 

( 31  31  — 4 a b)  q ~~\~p \\ ab  — 31  31  — {—  4 & 31  q q ) 

+ aV  31(31  31  — +ab)(a-\-  bq*). 

Exemplum  5. 

633.  Inuenire  ifitegrale  completum  huius  aequa- 
tionis different talis : -H  iTpf^r;  = 0 • 

• O o o 2 Pona- 
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Ponatur  x~  pp  et  y — qq,  «que  aequatio 
noftra  generalis  induet  polito  Azzo  , hanc  formam 

dp _i — — o 

Pieri  ergo  oportet  B — C — o;  Dzro  et  E ~b\ 
ynde  coctEcientes  ita  determinantur  : 

tirz-aa  i prraMf  y " — M M 

I=zab>  i = MM 

et  Ar:M5  + flfli ». 

ergo  intcgrale  completum  r 

-i-  zpV 
(iue 

M + M M y q + 2 ab  q^+pp  ( - M M + 4 « bqq++b  Mq*)zz 
+ 2-qV  (_M ’ -+-aab)[a-\-bq*).. 


Corollarium.. 

r 

6 34.  Sl  fumatur  conflans  M=r— -Va<7£,  yf 
fit  — o , prodibit  integrale  particulare-,, 

quod  ita  fe  habebit  t 


ppzz. j±h±ls:.v°-  fcu  qq-J^l L±Ji.vt 

tquib  — ^a  1 ppi/b  — V « 

quod  aequationi  diffcrentiali  ytique  fatisfacit.. 


Proble- 
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Problema  82. 

6 35.  Propofita  hac  aequatione  differentiati : 

A — Q 

^ 1 ' rt  j-t-eg ■ 

.cius  intcgrale  completum  algebraice  aflignarc. 

Solutio. 

Aequatio  praecedens  differentiatis  algebraice  in- 
tegrata ad  hanc  formam  reducitur  ponendo  x —pp 
et  y — qq  , atque  Azi:o  $ prodibit  enim 

dft ._JSL_ — o 

Quare  tantum  opus  elt  \t  fiat :: 

A — o;  B— [a -y  C— b ; E~tf 

vnde  coefficientes  a,  (3  , y , e,  £ ita  definientur  : 
«rr-aa  j (3“a(M  — 6);  yrr— (M  — 6) 

^ — 4 a M — cc  ; e~  c ( M — b)-\-  zae  ; J — MM -bb-\-ac 
A - M(  M -b)*-\-ac  M.-abc-\-aarz[  M -£)'+&(  M -b)\aae 

hineque  integrale  completum  ob  conflantem  M ab 
arbitrio  noflro  pendentem  erit :: 

p \-Spp+(p*'+qq[y +*tpp+%p*)~di  [a+bpi+cp*+ep1t) 

p+Sqiteq*+pp[y+zeqq+&)— ±*qV  b[a+bq+cq*+cq*) 

quae  binae  quidem  aequationes  inter  fe  conueniunt ,, 
fed  ob  ambiguitatem  fignorum  in  ipfa  aequatione 

O o o 3 diffo- 
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difTerentiali  ambae  notari  debeut , ambiguitate  inde 
fullata.  Vtrinque  autem  haec  aequatio  rationalis 
rcfultat  : 

O — a -+-  2 p (/>/>-+-  qq ) -f-  y (p*^-  q*  )‘-f-  « Spp  q q 

"+■  2 *PP  <1  H {PP -4-  9 ? )' ~H W ?*• 

Coroll.  i. 

6 $6.  Si  conflans  M ita  fumatur,  vt  fiat 
A — o , obtinetur  integralc  particulare  huius  formae 

qq~  c-t-upp  1 quod  etiam  a poderiori  coguofccre 
licet.  Vt  enim  fitisfaciat  fumi  debet 

oCt  — f-£EG  — H ('EE.G  c E*~o  , 

vnde  ratio  E : G definitur  , tum  vero  inucuitur 
¥ zz  — G et  denique 

l 

TJ  — — ' t O — : f K E iOfiC  + iJEC+cEE 

* «O  — af  ' 


Coroll.  2. 


637-  Conflans  M ita  mutetur,  vt  fit 
fictque 

a~-aa\  p=ji.  ' 

^bc-cc-\-  yf  j e—f-J  4 zac  ; $ — f£  + f)+ac  ^t 
A - — E bjj  -f*  cj*  e/9) 

et 
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®t  aequfttio  integralis  erit 

eaff-\-a{a~ir2bff-\-cf*)pp-\~aff[c  + ieff)pt> 

-qq{aa-2aff{c+z  ef/)pp + ff{ ccff- + b eff-  + ae)p4) 

— ± 2afPV^-\-bff+c)*-iej*){a+bpp+cp*-iepa) 

▼nde  patet  polito  p—  o fore  qq—ff. 

CorolK  3. 

638.  Haec  aequatio  facile  in  hanc  formam 
transmutatur 

• off^a-X-bpp-^-cp* -\-ep*)-irapp{a-\-bff-\-cf*-\-eJ*)  . *• 

-qq[a  -cffppT-aeffpp'Jf  pp  )t+^/fppqq[aff+app+bffpp) 
—+zfpVa(a+bf)+cr+ef)a\a-\-bpp+cp*-\ep*) 

Tndc  ftatim  patet  fi  fit  ;z:o  , fore  hanc  aequatio- 
nem radicem  extrahendo  • 

fV  a[a+bpp  + cp4)Tp*  a{a+bff+cf*)-q{a-cffpp) 

quae  eft  integralis  completa  huius  differentiatis 

££ t ±7 

prorfus  vt  fupra  iam  inucnimus. 

Coroll.  4. 

9-  Simili  modo  patet  in  genere  , quando  e 
non  euanefeit,  intcgrale  completum  ita  commodius 
exprimi  poffe: 

{fV  a(  a 4 bpp+ cp*+ ep* ) +pVa<a+bff+  cf+ef'))*- 
^a~cff ppy-ir  atffppijf  ppf-^jfppqqajf +app+  bf fpp) 

quae 
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quae  ergo  cum  pofito  pzzo  fiat  qzzf  refpondet 
huic  fundionum  tranfeendentium  relationi 

— n ' p — i-  n '•  ~~ i~  n \ o ~f~  n : yi 

Scholion  i. 


640.  Genera  igitur  fundionum  tranfeenden- 
tiuin  , quas  hoc  modo  perinde  atque  arcus  circula- 
res iuter  fe  comparare  licet , in  his'  binis  formulis 
integralibus  continentur 


dz 


f \{a-hl 


dz 


neque  haec  methodus  ad  alias  formas  magis  com- 
plexas extendi  pofle  'videtur.  Neque  etiam  pofle- 
rior  in  denominature  potcftatcs  impares  ipfius  z ad- 
mittit : nifi  forte  fimplex  fubilitutio  redudioni  ad 
illam  formam  fufficiat.  Facile  autem  patet  huius- 
modi  formam 

/d  * 

V C A : B a -t-C  + 1 Dz>-+-  £ a»  -*-i  F a*  -j-G  **) 

hac  methodo  tradari  certe  non  pofle  ; fi  enim 
coefficientes  ita  e flent  comparati  , \t  radicis  extradio 
fucccdcrct  , talis  formula  /„  -i-bzZiTcTz.-+.tz*  prodiret , 
cuius  integratio  , cum  tam  logarithmos  quam  arcus 
circulares  inuoluat , fieri  omnio  nequit  , vt  plures 
huiusmodi  fundiones  algebraice  inter  Ce  comparentur. 
Caetcrum  prior  formula  latius  patet  quam  poflerior, 
cum  haec  ex  illa*  nafcatur  pofito  A~o,fi  zz  loco.sr 
feribatur.  De  priori  autem  notari  meretur  , quod 

eandem 
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eandem  formam  feruet  , etiamfi  transformetur  hac 
fubftitutione  z y^$~y  prodit  enim 

f fMy-h3y),-h  1 B V+5>,‘-(-j  D.x-+-b>,' » 1 ^a-t-PyS/ 

ex  quo  iuteUigitur  quantitates  a , (3 , y , $ ita 
accipi  pofie  vt  poteftatcs  impares  euanefeant.  Vel 
etiam  ita  definiri  poterunt , vt  terminus  primus  et 
vltimus  euanefeat  , tum  enim  pofito  y~uu,  iterum 
forma  a poteftatibus  imparibus  immunis  nafeitur. 

Scholion  2. 

6 fr.  Sublatio  autem  poteftatum  imparium  ita 
«ommodiflime  infiituitur.  Cum  formula 

A H-  2 B z -4-  C z z -+- 12  D z’  -4-  E z* 

certe  femper  habeat  duos  fadtores  realcs  , ita  exhi- 
beatur formula  intcgralis  • * 

r **  , — , 

/ y ( a -i-tb  z -f-  c z s )( J -¥•  i gz-hoz  a ) 

quae  pofito  z — abit  in  : 

3 :w+4> ; )0  -t 

vbi  denominatoris  fadtorcs  euoluti  funt 

(aw  + J^®Y  + fait)+s  (aY^  +^Py-)-£-a(3)/ 

— +c  (3(3)x7 

• { f‘ v V 2 g a.  y £ a ce 1 • + 2 ( fyS+ga$ +g  py +£«f3)  y 

P p p • quod fi. 
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quodfi  iam  vtroque  terminus  medius  euanefteos  red- 
datur fit : 

r_ — by — — gy  ha 

fi  ay  + ba  

hineque 

tfyy-*r{bg-\-cf)a.  y-\-cgaa.^jagyy-\-{ah-\-bg]ayr\-bb<taL 
feu 

«... (ab—  cf  )ay  -¥-{bb—  eg)nx 

l I — o}  —ai 

■vnde  fit 

*L at  — fl/-+.y((aE  — c/)»-+-4(  bf-ag)(bb—cr.)) 

a ~ a(bf—ag) 

Hinc  fufficere  poflet  cas  tantum  formulas , in  qui- 
bus poteftates  impares  defunt , tra&afle , id  quod 
initio  huius  capitis  fecimus  , fed  fi  infuper  nume- 
rator accedat , haec  redudio  non  amplius  locum 
•habet. 

Problema  83. 

642.  Denotante  n numerum  integrum  quem- 
cunque inuenire  integrale  completum  algebraice  ex- 
preffum  huius  aequationis  differentialis : 

- • i y nix 

Solutio. 

Per  fundiones  tranfeendentes  integrale  com- 
pletum eft 

n : y zz.  n n : x Conft. 

At 


Digitized  by  Google 


c A P V T VI. 


483 


At  vt  idem  algcbraice  exprcffum  eruamus  gofito 
M-C-L,  fit  per  formulas  fupra  (627-)  iuuetitas: 

«=4:AC-BB-+-AL);  P-4.AD4-2BL;  y=4AE-LL 
£=+(CE-DD-+-EL);  e=4BE+2DL;  £r4AE+4BD+aCL-VLL 
ct  ArL’-f-CL*-i-4(BD-AE)-E4(ADD-i-BBE-ACE). 

« r 

Quibus  pofitis  fi  fuerit : 

P+^/4-  £/’/'+ ^Y+ 2 2V  ^(A+aBp4-Q)1+2Df,+Ep*) 

(3+^^4  zqq+p(y + 2 tq+%qq)~-2V  & ( A+  2Lq+Cqz+2Dq’+Eq*) 
erit  n : q ru  fl  :p  -4-  Corift. 

Cum  autem  hae  duae  aequationes  inter  fe  conueni- 
ant , ct  in  hac  rationali  contineantur  : 

a-\-2^(pyq)+y(pp  + qq)+iSpq  + 2€pq(p+q)-\-i;ppqqzo 
fi  fumamus  pofito  pzza  , fieri  q~b  conftaus  illa  L 
ita  definiri  debet , \t  fit 

a + 2p(a  + b)+y(aa  + bb)+2$ab  + 2tab{a-\-b)-\Zflabb-0 
critquc  II  : ^ m II  : />  —4—  II : ^ — n : a 

■vbi  iam  rilillum  ineft  diferimen.  inter  conflantes  et 
■variabiles.  Ponamus  ergo  b=p  vt  fit 

n;}^sn:^-n  : a 

atque  huic  aequationi  fuperiores  aequationes  alge- 
braicae  conueniunt , fi  modo  quantitas  L ita  defi- 
niatur , vt  fit 

«4-2  P(a-H>)4-  y(aa+pp)-\-2$ap+2tap(a-\-p]+%aepp—' o - 

P p p » vnde 
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Tiide  .deducitur : 

*L  ( p — a)  — A— 1- 15  (a  -Hp)  "f-  Cop  T)op  ( n — Hp)-4-Etf  o pp 
-f-y\A+2Bt7+Gtfld-2D/+Ea*)(A+2Bp+Cpp-l-2Dp’+Ep*), 

Hoc  ergo  vnlore  pro  L conftituto  , indeque  litteris 
a , (3  , y , £ , e , ^ per  fuperiores  formulas  rite 
definitis  , fi  iam  p ct  q vt  variabiles  , a vero  vt 
confla ntem  fpertemus , erit  haec  aequatio.  * 

*+  *p(p+q)+'Y(pp-hqq)  + zSp?+iep‘i(p  + ‘i  '+^pp99-<> 
integrale  completum  huius  aequationis  diffeFcntialis 

d q — i dp 

V A-*- i Bf+Cpp+i Dp<-t-Ep*)' 

Poftquam  hoc  modo  g per  p definiuimus  y determi- 
netur r per  hanc  aequationem  : 

*+i${<l+r)Jey(qq  + rr)+i$qr+zzqr[ql-\-r)-\rZ)qqrr=o 
erit  n : r — n : q zz  II  :p  — II  : a 

quoniam  pofifo  q — a , et  rzzp  littera  L,  quae  ia 
valores  a , p , y , $ , e , £ ingreditur  , perinde 
definitur  vt  ante.  Quare  cum  fit 

U :q  zz  2U  :p  — II  : c erit  II  : r zz  3 n :p  — allia 

vnde  (umto  a conflante  illa  aequatio  algcbraica  inter 
g et  r , dum  g per  praecedentem  aequationem  ex  p 
definitur , erit  integrale  completum  huius  aequatio- 
nis differentiatis  r 

£r  i i'p 

V , :Br-+-c  rr-t- 1 Di  *-4r£r  ♦>  — YiA»fc-»£p*t*e££-t-  iP^-t-Ep'1  • 

Hoc 
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_ • 

Hoc  Yalore  ipfius  r per  p iauento  quaeratur  / per 
hanc  aequationem 

K+2^(/+s)+y(rr+ss)+2  $ rs-\-i  srs(r+s)  4 £rr«=» 

retinente  L femper  valorem  primo  afiignatum  , 
eritque 

n:r— tl:r=zTi:p— Tl.a  *feu  II:r=r+n:/>—  3fl:<r 

vnde  ifta  aequatio  algebraica  erit  integrale  comple- 
tum huius  aequationis  diffcrcntialis  r 

dt « d p- . 

V AH-2Bs-+.CiJ-t-  = rf*-)-Jis‘)  YiA-+'iBp-*-Cpp-t-:DpM-Ef4)  * 

Cum  hoc  modo  quousque  libuerit  progredi  liceat  ■, 
pcrfpicuum  eft,  ad  integrale  completum  huius  aequa- 
tionis diScrentialis  inueniendum 

d z * d fi 

y;A.+13z-hCzz-hiDz’-fi-Et*)  V;A-f-iBp-»-CpH-iDpJ-p.Ep4) 

fequentes  operationes  inftitui  oportere, 
x)  Quaeratur  quantitas  L "vt  fit 

;L(p-a)‘=A-hB{a-i-p)-l-Cap-i-Bap(a-t-fi)-i-Eaapp 

-+-  y(A4-aB«  4-Gm+  2D«r+Ea')(A+  iBp+Cpp+  aDp'+Ep4). 
2}  Hinc  determinentur  litterae  <t,  (4,  y,  S , 
per  has  formulas 

•c=4(AC-BB4-AL);P=4AD+aBL;  y=4AE-LL  • 
£:4(CE-DD4EL);  g=4EE4-2DLi  £34  A E4-4BD+  2 CL + LL. 

3)  Formetur  fcr‘cs  quantitatum  p,  q,  r,  r,  t 2 

quarum  prima  fit  />,  foeunda  q , tertia  rete,  \ltima 

p p p 3 Ycro 
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Tero  ordine  n fit  z , quae  fuccetfiue  per  has  aequa- 
tiones determinentur : 

a±2prp+q)+Y(pp-Wq)-+-2Spq-+-2tpq'p-\-q'-)-typ<iJ^o 
«H-2(3^-4-r)4-y'^H-rr)4-a^r+2^r(y4-r)+^rrro 
a+2  (3(r+r)4-y  r s-{-2ers(r+s)-\-  %rrss~o 

ctc- 

donec  ad  Tltimam  z perueniatur.  , , 

4)  Relatio  quae  hinc  concluditur  inter  p et  z 
erit  intcgrale  completum  aequationis  diflercntialis 
propofitae  , ct  littera  a vicem  gerit  conflantis  arbi- 
trariae per  integrationem  ingreflae. 

Corollarium. 

643.  Hinc  etiam  integrale  completum  inue- 
niri  poteft  huius  aequationis  diflcrentialis 

1»  i y . — Brfx 

defignantibus  m et  n numeros  integros.  Statuatur 

enim  vtrumque  membrum  — - y(A-+-jBu-t-ciTa^iDi.j-*-Ei/*) 
.et  quaeratur  relatio  tam  inter  x et  u , quam  inter 
v ct  ttjvnde  elifa  u orietur  aequatio  algebraica  inter 
x et  j'. 

Scholion. 

544.  Ne  hic  extra&io  radicis  in  Angulis  ae- 
quationibus repetenda  ambiguitatem  creet,  loco  vnius- 

cuius- 
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. cuiusque  vti  conueniet  binis  per  extra£ionem  iam 
erutis.  Scilicet  yt  ex  prima  valor  q rite  per  p de- 
finiatur , primo  quidem  habemus : 

n p_  Sp—  tp  p-4-,y  A(  A-f-  iBp  + C#(i  + »D^+E(i») 

Y y-h^p-t-ipp 

tum  vero  capi  debet : 

a "/a(A+2B^  f Cqq-\r^Dj  Jr^q*)~~^r~Sq-zqq~p['Y-\-itq \-%qq) 

fimiliquc  modo  in  relatione  inter  binas  fequentes 
quantitates  inueftiganda  erit  procedendum.  Caeterum 
adhuc  notari  conuenit  numeros  integros  m ct  n po- 
fitiuos  efle  debere  , neque  hanc  inueftigationem  ad 
negatiuos  extendi  , propterea  quod  formula  djfieren- 
tialis  P°fit0  * negatiuo  natu- 
ram luam  mutat.  Intcrim  tamen  cum  hanc  ae- 

qualitatem 

II : x -+-  II : y — Conrt. 

fupra  algebraice  expreflerimus , eius  ope  quoque  ii 
calus  rcfolui  poflunt , vbi  eft  m vel  n numerus  nc- 
gatiuus : fi  enim  fuerit 

T\  \ z zz  nR  : p C , 

quaeratur  j yt  fit 

n :y  -4-  n : s — Confi. 
eritque  ' 

II  :y  — — n II  :p  Conft. 

Probie- 
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Problema  84. 

* « • • • • , '! 

£4 5.  Si  11:3  eiusmodi  fun&ionem  tranfcca- 

dentem  ipfius  z denotet  vt  fit 


comparationem  inter  huiusmodi  funftiones  inuefti- 
garc.. 

Sol  utio. 

Ex  coefficientibus  A , B , C , D , E vna 
eum  conflante  arbitraria  L determinentur  fequentes 
yalorcs  : 

«r4(AC-BB4-AL);  (3r4AD-f-2BL;  y=4AE-LL 
<=4(CE-DD+EL);  e=4BE+2DL;  AE+ 4BD+2CL4-LL 

et  inter  binas  Tariabiles  x et  y haec  conftituatur 
relatio : 

«4-  2 $[x+y)^y{xx-\3y)+z$  2 exXx-h^-hZ  xxyyz  o 

eritque 

** l_ dy  — „ 

pro  qua  fine  ambiguitate  habetur : 

P 4-  & x+exx~H(  y + 2 ex+^xx)~  2Va(A-H2B.v+ C.vaH-  sDx’+Ex4) 
(3+ty+ir  r+.v(y4-2ey-f  Z yjfc*V  a(A+;  By+Cyjr+2Dy*+  Ej*) 
exiflcnte  a — L'-bCL‘+4(BD-AE;L+4(ADD4-BBE-ACE). 

• 

Quare 
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Quare  fi  ponamus: 

V(A-|.jBi-(-C**-j-3D*<-+-EA«)  "*  V ( A-4- 2fl>-+-Cy^^r2DjJ+E^i>—  8 «V  V A 

T t fit 


erit 


n:x-f-  n:/  = Conft.+  a V V a 


;A 


feu  <(V=  j,» 

iP-hSx~t-tjix^rr-hitx-+^xx)  • 

Ponatur  nunc  * +y~t  et  xy~u  , ct  quia  dx+dy=dt 
et  xdyA-jdx—du  zrit^dxz:  x_y  feu  ( x-y)dx~xdt-du 
tum  vero  eft  xz='tt -\-V  {\t  t-u).  At  his  pofitio- 
nibus  aequatio  aflumta  induit  hanc  formam : 

a+2  P* +Y*/+2(^  yJw-bae/w-f-^ftKro 

vnde  fit  differentiando 

dt  ( P+Y  *+«“)+ du($— y+et+^«)-o 

, — — du( i -y  + [|+; u v 


ergo  dt 


et 


P-H>r-+-fu 

a- dt-du - fiuc 

Xdt  — dll—  — 

♦T  - 1 > 

ficque  habebimus 

5— *£*-Hvl ’ ; 

ergo 

dv=  feu 


G'  A P V T v£. 


Eft.  vero:  aequatione 


illa-  refoluta 


, j — —3 — gu-4-v  33— ay-t-7  ' yy-f-fe  —• y$  1 yfluu,  s 


feui  t — — P — m -*-•  ’ V Aif  A+Lu+Eml 
, ’ ' > 

ynde.  conficitur :: 

' — QVf  f -ui  + eutt-i  uii) 

u ’ V.  J V iliA-t-Lu-f-Euu  > 

ideoque'  . . 

n :i+n:/=0^-/42±«^^afc3SC 

Vel.  cum.  reptriatur :: 

: F~'  ; • . • ■ ■ 1 ■ . 

quae,  cxpreftio:  abit:  in.  hanc  :: 

H..-~  -<t-V)-tl4-)V  At  1 > 


i. 


ynde  fit: 


jy dt  r.g-4-  £t  -H  0 f f f — « )-4-  gf  f ff  — ru)V 

v — ivau  + c + ioi  -t-jsti  j 

**»'.  i • -*•  • 

licque  habebimus»  per  t 

11:*.+  n ;^Cunlt.+ /<®l*g»SK8j!=«J  ■ 

< . 

quae  exprdfio-,,  pili:  fit:  algebraica,-  certe  vel  per  lo- 
garithmoSj  Veli  arcus»  circulare*  exhiberi;  poteft.  Tum 
vero-  poli  integrationem  tantum  opuv  eft,.  vt  loco  t ; 
aeftituatur  eius  valor 


) f 


Coroll.  r- 
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Coroll.  i. 

6±6.  Si  telimus  vt  pofito  x—a  .fiat  _y  — b , 
«conflans  L ita  debet  definiri  vt  fit 

A'[-B(a-\-b)-\-€ab-^Dab[a-:hb)+  Eaabb 

^ V(A+2Ba-j-Coa4-iDfl,4-Ea<)(A4-2B^+CiA + aD^+E^ 

tum  igitur  conflans  noflra  erit  rTltaf T\:b,  integrali 
podremo  ita  fumto  , vt  .euanefeat  pofito  tzia^-b. 

Coroll.  2. 

• . * 1 / 

<*4 7-  Eodem  modo  etiam  differentia  fundtio- 
num  ri:*  — U:y  exprimi  potefl , mutando  alteru- 
trius formulae  radicalis  fignum,  quo  pa<do  formula- 
lum  differcntialium  fignum  .alterius  conuertetur. 

Coroll.  3. 

<?48.  Quantitas  V comparationi  Tiarum  fun* 
idionum  inferuiens , erit  algebraica,  *fi  liaec  formula 
.differentialis • — “ — 

£V(L-+-C-*-iI».+.  Etlj 

integrationem  admittat;  quia  altera  pars  — ^ 
per  fe  eft  integrabilis. 

' Scholion.- 

549.  Hoc  ergo  argumentum  plane  nouum  de 
comparatione  huiusmodi  fundtionum  tranfeendentium 
.tam  copiofe  pertra&auimus , quam  praefens  indita- 

.;:v  tv ia?  Q.qq*  w» 


L 
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tum  poftulare  videbatur.  Quando  autem  eius  ap- 
plicatio ad  comparationem  arcuum  curuarum,  quo- 
rum longitudo  huiusmodi  fun&ionibus  exprimitur , 
erit  facienda , vbcriori  euolutione  erit  opus  , vbi 
contemplatio  fmgularium  proprietatum , quae  hoc 
modo  eruuntur  , eximium  vfum  afferre  poterit. 
Commode  autem  hoc  argumentum  ad  dodtrinam  de 
refolutione  aequationum  diflerentialium  referri  vide- 
tur , fiquidem  inde  eiusmodi  aequationum  integralia 
completa  et  quidem  algcbraice  exhiberi  poflunt,  quae 
aliis  methodis  fruflra  indagantur.  Hunc  igitur  huic 
feflionis  finem  faciet  methodus  generalis  omnium 
aequationum  diflerentialium  integralia  proxime  de- 
terminandi. 


CAPVT  VII. 
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* D E 

INTEGRATIONE  AEQVATIO- 

NVM  DIFFERENTI  ALI  VM  PER  AP- 
PROXIMATIONEM. 


Problema  85. 

650. 

Propofita  aequatione  differentiati  quaecunqne  dus 
integrale  completum  vero  proxime  afiignarc. 

S o 1 u t i o. 

• Sint  x cty  binae  variabiles,  inter  quas  ae- 
quatio differentialis  proponitur  , atque  hacc  aequatio 
huiusmoib  habebit  formam  vt  Iit  V,  exiftente  V 
(unctione  quacunque  ipfarum  x et y.  Iam  cum  integrale 
completum  deGdcrctur,  hoc  ita  cft  interpretandum,  vt 
dum  ipG  x certus  quidem  valor  puta  x~a  tribuitur, 
altera  variabilis  / datura  quemdam  valorem  puta/T& 
adi  pileatur.  Quaeftionem  ergo  primo  ita  trademus, 
vt  inueftigemus  valorem  ipGus  yr  quando  ipG  x va- 
loc  paulisper  ab  a diferepans  tribuitur  , feu  poGto 
x — a-^a  , vt  quaeramus/.  Cum  autem  u Gt 
particula  miuima  , etiam  valor  ipGus  j mioime  a b 

Qqq  3 • difere- 


l 
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difcrcpabit ; vnde  dum  x ab  a vsquc  ad  a- 4-w  tan- 
tum mutatur  , quantitatem  V interea  tanquam  con- 
flantem fpe&arc  licet.  Quare  pofito  xrz  a et  y— b 
.fiat  V^A,,  et  pro  hac  .exigua  .mutatione  habebi- 
mus Aj  ideoque  integrando  y—b-+-A(x  — a), 
ciusmodi  .fcilicet  conflante  .adiecta  , vt  pofito  X—Jt 
fiat  Statuamus  .ergo  x~ a-V-u.,  fietque 

y — b+  Aco.  Quemadmodum  ergo  hic  ex  valori- 
bus  initio  datis  x—a  ,et  yxzb  , proxime  lequentcs 
ar  — a + o)  et  y—b-+-Aw  inuenimus  , ita  ab  his 
fimili  modo  per  interualla  minima  vlterius  progredi 
licet  , quoad  tandem  ad  valores  a primitiuis  quan- 
tumuis  remotos  perueniatur.  Quae  operationes  quo 
clarius  ob  oculos  ponantur,  fequenti  modo  fiucccfliue 
inftituantur.  ‘ . 


Ipfius ; 
A 
J' 

-y 


Valores  .fuccefliul 

a ; a'  ; a"  ; a"'  ,*  aIV  ; ....  ''x ; x 
b ; b'  ; b"  ; b"'  j b™  j . .. . 'y  ; y 
A i A'',  A"  i A"' i AIV;  . , . . yV i V. 


.Scilicet  cx  primis  x—a  et  y~b  datis  habetur  V—K 
tum  vero  pro  fecundis  erit  F— i>-4-  A(^/—  a) , 
differentia  a' —a  minima  pro  lubitu  aflumta.  Hinc 
ponendo  x~a/  et  y~b'  colligitur  Ver  A',  inde- 
,que  pro  .tertiis  obtinebitur  b^  — ^-h  A/(a//  — a')  , 
vbi  polito  x—a " et  y — b"  inuenitur  Ver  A", 
lam  pro  quartis  habebimus  if  " — b//~\~ A" ( a///—a//) 
jiincque  ponendo  rr a"'  et  y rr. b/u  colligemus 
y — A///  ficque  ad^  valores  a primitiuis  quantumuis 

remotos 
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ifemotos-  progredi  licebit.  Series  autem  prima  va- 
Iores*  ipfius  x fuccefliuos  exhibens  pro  lubitu  acdipi 
potcft  ,•  dummodo  per'  interuallai  minima  afcendat 
Teli  etiam  defcendat.- 

Coro  11.  i* 

6 51.  Pro  lingulis  ergo  intcrualliS'  minimis' 
aaiculus  eodem  modo  inftituitur',  ficque  valores  r a 
qu-bus  fequent  a pendent  obtinetur.  Hoc  ergo 
modo  Angulis-  pro  x aflumtis-  valoribus  valores  re-- 
fpcidcntes  ipfius  .j-  aflignari-  pofliint. 

Co  r o 1 2:. 

6 52.  Quo  minora'  accipiuntur  interuafla  , per 
qllae  valores  ipfius  x progredi  aflitmuntur , co  ac- 
curatius valores-  pro  fingulis’  eliciuntur.  Intcrim  ta- 
men errores  in  fingulis  commifli,  etiamfi  fint  multo» 
minores  , ob  multitudinem  coaceruatur.. 

.CorolL 

<553.  Errores*  autem  in  hoc  calculo  inde' 
oriuntur  , quod  in  fingulis-  interuallis  ambas  quati- 
titates  x et  y vt’  conflantes  Ipe&emus  r fitque  fun- 
<flio  V pro'  conflante  habeatur.  Quo’  magis-  ergo 
valof  ipfius  V a quouis  intcruallo'  ad'  fequens  im-- 
mutatur' , eo  maiores  errores-  funt  pertimefccndi.- 

Scho> 
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. Scholion  i. 

654.  Hoc  incommodum  imprimis  occurrit , 
vbi  valor  ipfias  V vel  euanefcit  vel  in  infinitum 
excrefcit , etiamfi  mutationes  ipfis  x et  y accidentes 
fint  fatis  paruae.  His  autem  cafibus  errores  faltim 
enormes  fequenti  modo  emtabuntur : fit  pro  initio 
huiusmodi  iuterualli  x" a ety~b,  tum  vero  in 
ipfa  aequatione  propofita  ponatur  et  jab-{-']/, 

vt  fit  , in  V .autem  ita  fiat  fubflitutio 

xz=a- (-ai  et  y — b- f-vj;  , vt  quantitates  u dt  \j/ 
tanquam  minimae  fpc&cntur  , reiicietido  fcilicet  al- 
tiores  potcftates  prae  inferioribus,  hoc  enim  modo 
plerumque  integratio  pro  his  intcruallis  aftu  infti- 
tui  poterit.  Hac  autem  emendatione  vix  vnquam 
erit  opus , nifi  termini  ex  ipfis  valoribtis  a et  b 
nati  fe  defiruant.  Veluti  fi  habeatur  haec  aequatio  * 
Ay~  - - j ac  pro  initio  debeat  efle  x~a  1 t y~a  •, 

iain  pro  intexuallo  hinc  incipiente  ponatur  x~a-\-ta 
et  y—  habebiturque  u — ,*yy  > fcu 

a to  </  :adu  , fcu  </to  — - — ~ -a^J ^ f 

quae  per  e 8 :m  — ^ multiplicata  ct  integrata 
praebet 

quia  pofito  torro  fieri  debet  \^~o.  Hinc  ergo 
habetur  oir  feu  a[a' — a)z:  - [b' — b)' 

cxillente  b—  a , vnde  colligitur  pro  fequente  inter- 
vallo 
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▼alio  b‘— b-\-V  — ala'—  a) , quo  cafu  patet  valo- 
- rem  x non  vitra  a augeri  pofle , quia  y fieret  ima- 
ginarium. 

Scholion  2. 

6$ 5.  Paflim  traduntur  regulae  aequationum 
differentialium  intcgralia  per  feries  * infinitas  expri- 
mendi , quae  autem  plerumque  hoc  vitio  laborant , 
vt  integralia  tantum  particularia  exhibeant , prae- 
terquam quod  feries  illae  certo  tantum  cafu  conucr- 
gant,  neque  ergo  aliis  cafibus  vllum  vfum  praedent. 
Veluti  fi  propofita  fit  aequatio  dy~\-ydx-=z ax"dx  , 
iubemur  huiusmodi  feriem  in  genere  fingere : 

y = A *M-  B .v^’4-  C af+M-  E x*+*+ctc. 

ijua  fubdituta  fit 

a A X*“ '4- («+  1 )Bx“4-(<*  4-  2 )Cx* + 1 4 (et+  3 JDx*4" ’4-etc.  _ 
4*  A 4-  B + C 

— a.v" 


Statuatur  ergo  a—  xzzn,  feu  a — «4-1  , eritqu® 
tum  vero  reliquis  terminis  ad  nihilum 

reduftis : 


B=r 


— A _ 
n -+-  ; t 


C- 


— - B 
n -4- 1 


j etc. 


ficque  habebitur  haec  feries : 

a a '1'4*  ‘ a a .v"*4*^ 

~ («4-  1 )(fl4-  2 ) («4-  1 ) («  4 2 )(«4- 3 ) 

ctc. 

(»-j-i)(n-b2)(«4-3)(«+4) 

Rrr  Verum 


t 
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Verum  hoc  intcgrale  tantum  eft  particulare  , quo- 
niam euanefccntc  x , fimul  y euanefcit , nifi  n-i-i 
fit  numerus  ncgatiuusj  tum  vero  hacc  feries  non 
conucrgit , nifi  x capatur  valde  paruum.  Qiiam- 
obrem  hinc  minime  cognofcerc  licet  valores  Lplius yt 
qui  refpondcant.  valoribus  quibuscunque  ipfius  x. 
Hoc  autem  vitio  non  laborat  methodus  , quam  hic 
adumbrauimus , cum  primo  intcgrale  completum 
praebeat , dum  fcilicct  pro  dato  ipfius  x valorc  da- 
tum ipfi  y valorem  tribuit , tum  vero  per  inter- 
valla minima  procedens , femper  proxime  ad  veri- 
tatem accedat , et  quousque  libuerit  progredi  liceat. 
Sequenti  autem  modo  hacc  methodus  magis  perfici 
poterit. 

Problema  8 6. 

656.  Methodum  praecedentem  , aequationes  dif- 
ferentialcs  proxime  integrandi  , magis  perficere  , vt 
minus  a veritate  aberret. 

Solutio. 

Propofita  aequatione  integranda  j^  — V , error 
methodi  fupra  cxpofitac  inde  oritur  , quod  per  fin- 
gula  intcrualla  funftio  V vt  conflans  fpedetur,  cum 
tamen  reuera  mutationem  fnbcat  , praecipue  nifi 
interualla  ftatuantur  minima.  Variabilitas  autem 
ipfius  V per  quoduis  interuallum  fimili  modo  in 
computum  duci  poteff , quo  in  fc&ione  praecedente 
$.  321.  vfi  fumus.  Scilicet  fi  iam  ipfi  .v  conue- 

niat  y, 


Digitized  by  Google 


C A P V T VII. 


499 


n*i*y 

-+-  — etc. 


niat  y , ex  natura  diffcrentialium  ipfi  x~ndx  vidi- 
mus conucnirc 

}■ - » + 'Str^diy  - *-ii± + etc, 
qui  valor  fumto  n infinito  erit 

j-ndy+'^’-  - \ ^ 

Statuatur  iam  x—ndx~a  et 

3- ~ -etc =* 

hique  valores  in  quouis  interuallo  vt  primi  fpeftcn- 
tur , dum  extremi  per  x et  y indicantur.  Cum  igi- 
tur fit  nzz1^— , fiet 

y — A _L  (*—■>' h {x—a^-Jdy  , [x— g;»J»y  __  fx— a;»J«y  , 

J ' tlx  ' 1.2.  JliX*  1,  2.j.,ltc*  T-  CCC# 

quae  exprefiio,  fi  x non  multum  fuperat  a,  valde 
conuergit,  ideoque  admodum  efl  idonea  ad  valorem/ 
proxime  inueniendum.  Verum  ad  fingulos  terminos 
huius  feriei  euoluendos  , notari  oportet  cfle  V, 
hineque  Cum  autem  V fit  funciio  ipfa- 

rum  ar  ct  y , fi  ponamus  dV  = Mdx-\-Ndy  ob 
V erit  j^=M  + NV  feu  exprimendi  modo 
iam  fupra  expolito  (24)H-V(!i4)  , quae  ex- 
prciiio  vti  nata  cft  cx  praecedente  ita  cx  ea 

nafcetur  fequens : 1 

j4?=(S)+(S)(g)+*v(^)+v(g)*+vVlg?). 

Quoniam  vero  ipfe  valor  ipfius  y nondum  efi  co- 

K r r 2 gnitus , 
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gnitus  , hoc  modo  faltcm  obtinetur  aequatio  alge- 
braica  , qua  relatio  inter  x et  y exprimitur  ^ nifi 
forte  lufficiat  in  terminis  minimis  pofii  fic  y—b; 

Altera  autem  operatio  §.  322.  expofita  valo- 
rem  ipfiusj',  qui  ipfi  x in  fine  cuiusque  interualli 
relpondct , explicite  determnabit , cum  in  initio 
eiusdem  interualli  fuerit  x~a  tx.y~b.  Cum  enim 
hinc  polito  x~a  -\-nda  , fi  quidem  a et  b vt  va- 
riabiles fpe&emus,  fiat 


quia  eft  n — , ideoque  numerus  infinitus  , erit 

yzzb+ 1*  — 1?  -h  **i  -h  etc. 

«/  * ja  1 n.tda*  1 1.  ?•  1 d a*  1 

Efi  vero  75  — V fiqnidcm  in  fundlione  V feribatur 
x~a  et  y~b;  tum  vero  iisdem  pro  x et  y sala- 
ribus fubftitutis  erit 

ddb  — (dV 
da 


?=(5i)+v(g)  «t 

£5 = (££-)• +> * V ( i£y ) + V v ( ")  *(g)!  S)+V(g )) 

vnde  fcqtientes  fimili  modo  formari  oportet.  Sit 
igitur  pollquam,  fcriplerimus  *— a et  y—b. 

dy  _ » ddji n djy  _ p . d±r  _ t-v  . 

Tx  — A i dx1  — B i dx*  — ^ — elc* 

ac  valori  x — a -f*  u conueniet  ifie  valor 
y zz  b -p-  A u •+*  1 B «*  -f- i C w * ■+■  4 D w * ■+*  e tc. 

qui 
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qui  duo  valo»cs  iarn  pro  fequente  intcruallo  erunt 
iuitiiiles , ex  quibus  fimili  modo  finales  erui  oportet. 

C o r o 1 1.  1. 

6 5“».  Quoniam  hic  variabilitatis  functionis  V 
rationem  habuimus,  interualla  iam  maiora  fiatucre 
licet , ac  fi  illas  formulas  A , B , C , D , ctc.  in 
infinitum  continuare  vellemus,  interualla  ' quantum- 
vis magna  a (Tu  mi  portent  , tum  ai.tem  pro  y orire- 
tur ler.es  infinita. 

Coro  11.  2. 

65$.  Si  feriei  inuentae  tantum  binos  termino» 
primos  fumamus,  vt  fit  , habebitur 

determinatio  praccendcns , vnde  fimul  patet  errorem 
ibi  commifTum  fequentibus  terminis  iundim  fumti» 
aequari. 

C o r o 1 1.  3. 

659.  Etiamfi  autem  feriei  inuentae  plure» 
terminos  capiamus  , confultu-m  tamen  non  trit  in- 
terualla  nimis  magna  conftitui  , vt  u valorem  mo- 
dicum obtineat,  praecipue  fi  quantitates  B,  C,  D ctc. 
euadant  valde  magnae. 

Scholion.  - 

660.  Maximo  incommodo  hae  operationes  tur- 
bantur , fi  quando  horum  coefficientium  A , B , 
C , D etc.  quidam  in  infinitum  excrefcant.  Euenit 
autem  hoc  tantum  in  certis  intcruallis , vbi  ipfa 

Rrr  3 quan- 
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quantitas  V tcI  in  nihilum  abit  vel  in  infinitum  , 
cui  incommodo , quemadmodum  fit  occurrendum  , 
iam  innuimus  ct  m0x  accuratius  offendemus.  Cacte  - 
rnm  calculus  pro  fingulis  interuallis  pari  modo  in- 
ftituitur,  ita  \t  cum  eius  ratio  pro  intcruallo  pri- 
mo fuerit  inuenta  , quod  incipit  a valoribus  pro  lu- 
bitu  adurntis  x~a  et  y~b,  eadem  pro  fequentibus 
interuallis  fit  valitura.  Cum  enim  pro  fine  inter- 
valli primi  fiat 

xzxa-\-u—a'  et 

^ ^ A c»j  -l-  s T>  oj  * 'j-^Cw*+i\Dt»:4-petc.~6/ 


hi  erunt  valores  initiales  pro  intcruallo  fecundo 
ex  quibus  fimili  modo  finales  elici  oportet;  hic  fci- 
licet  calculus  innitetur  per  i ude  litteris  a'  ct  b'  , ac 
prior  litt.ris  a tt  b , id  quod  clarius  cx  exemplis 
fubiun&is  patebit. 


Exemplum  i. 

66 1.  Aequationis  rfitf \ rentiafis  d y - d x ( x*-p c y) 
imegrale  co.upUiirn  pnxlni  inuejligare. 

Cum  hic  fit  {-x—x'-\-cy  , erit  difFcrcn- 

tiando 

* dxi  — n xn~'  -j-  c xn -4 -ccy  , ficque  porro 
— n («  - i 


d*  y 

d j. 


n [n- x )(w-2).vn  * i n ( tt- 1 x*-\  cy 

ctc. 

Qiiodfi' 
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Quoifi  ergo  ponimus  vulori  x~a,  conucnirc  y— b, 
alii  cuicunque  calori  x ~ + w conucnict: 

j ~b [ccbJccdt'- \nci*‘' ) 

+'{jj\f,Z>+tva'5i  nca%~'-\  n'n~  1 ) 

4 \V 4£  4 f V*  +ncea 1 4 «(« - 1 )ca*~,i  n[n- 1 )(«-  2 

etc. 

quae  feries  fumta  quantitate  u fatis  parua  , quan- 
tumuis  promte  conuergit , ficque  pofito  a-f-u-a' 
et  relpondcnte  \alore  ipfnis  y—  b',  hinc  fimili  modo 
ad  lequentes-  perueniemus,  quam  operationem,  quous- 
que lubuerit , continuare  Jicet. 

Exemplum  2. 

662.  Aequationis  different  talis  d yr  dx  (xx+yy) 
integrale  completum  proxime  inuejligare. 

d y 

Cum  hic  fit  = \ ~xx-\-jy  erit  continuo 
differentiando 


^zzx+ixxy+i/  et 

4 4 

^,~i+^xj+2x  +8  xxyy+6y 

2x'+zoxyyi- 1 6x*y+4ox.\yw+24y' 

r4oa-’+2  4/4- 1 04A  j'4-i  2 o.t/4-i  6x*-\- 1 3 6x*y 

4-240  1 20 y* 

etc. 


Quare 
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Quare  fi  initio  fit  x — a ct  y — b,  erit 

A —aa-\-bb 

"R.~  2 a 2 a a b 2 b' 

C~2-h^.ab-{-2a*-\-&aabb-h6b* 

P'JZ4&~1-  iza  -f-  20 ab b-^r  a b-\~ 4-oaab* -\-24-b' 

E — 40  246*4-  lo^a  b-\r  1 20 ab*-{- 16 0*4-1  $6ab' 

-f-  2 40  o b — f—  120  6* 

vnde  valori  cuicunque  alii  x=c-4-w  conueniet : 

J — b -f-  A eo  ~b  l B co*  -4-  $ Coi1  4-  D w*4-  E ca  5 etc. 

atque  cx  talibus  binis  valoribus  qui  fint  xzztf  et 
y — b'  dtnuo  fequentes  elici  poliunt. 

Scholion. 

t \ • • . ..  . 

% . . 

66 3.  Quoniam  totum  negotium  ad  inuentio- 
nem  horum  coefficientium  A , B , C , D etc.  re- 
dit , obferuo  eosdem  fine  diflerentiatione  inucniri 
poiTe,  id  quod  in  hoc  podremo  exemplo  %—xx+jp 
ita  praedabitur.  Cum  flatuamus  polito  xzza  fieri 
y~b , ponamus  in  genere  x — a-j-u  et  ~ 6-4-vJ> , 
e:  nollra  aequatio  induet  hanc  formam  : • 

— 004-66-4-  2 00)  4-  cou  -f-  2 6\}/4~  4» \J/ 

\ , . 
et  quia  euaueicentc  tu  fimul  euaticfcit  vjv,  fumamus  : 

tu  * — 1 — e w5-t-ctc. 

hocque 
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liocquc  yalorc  fubftituto  prodibit : 

4-  3 'yco'  + 4<5 ciiT  5 eu4 -fete.  — 
aa+bb-\~  lau  -fa;ti) 

4-2a&eo  + 2(3Z>  w?-f  zyh*-r-  2 $bu*ctc. 

-f  ct  w 4-  2apojJ+2*7("4ttc. 

4-PPco*ttc. 

flngulis  ergo  terminis  ad  nihilum  reduttis  fiet 
*.—aa-\-bb\  2(3—  zab-j-za;  3 y~  2 p^4-a a4-  1 
zy  2 a P;  5 e—  2 $b-\-z  a y4~pPi 
<5^”2£i-f  2ai -f- 2 Py  etc. 

vnde  iidem  valores  qui  fbpra  per  diffcrentiationem 
eliciuntur.  Vti  haec  methodus  fimplicior  eft  prae- 
cede.ite  , ita  etiam  hoc  illi  praedat , quod  femper 
in  vfum  Yocari  poflit , cum  illa  interdum  fruflra 
applicetur,  vcluti  in  exemplis  allatis  eucnit’,  fi  va- 
lorcs  initiales  a et  b cuancfcant,  vbi  plerique  cocffi- 
cicntcs  in  nihilum  ab  reut.  Quod  idem  incom  mo- 
dum iam  fupra  animaduertimus  , cum  adeo  euenire  • 
polTit , \t  omnes  coefficientes  vel  euanefeant,  \cl  in 
infinitum  abeant.  Verum  hoc  nonnifi  in  certis  in- 
teruallis  vlu  venit , pro  quibus  ergo  calculum  pe- 
culari modo  inllitui  conueniet  ; reliquis  autem  in- 
teruallis  methodus  hic  expolita  per  diffirentiationem 
procedens  commodius  adhiberi  videtur,  quippe  quae 
ftepe  facilius  inilituitur  quam  fubftitutio  , certisque 
regulis  continetur  , femper  locum  habentibus  etiam 
in  aequationibus  tranfeendentibus.  Quare  pro  Cingu- 
laribus illis  interuallis  praecepta  tradere  oportebit.- 

S s s Proble- 
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Problema  87. 

66 4..  Si  in  integratione  aequationis 
pro  quopiam  interuallo  eucniat , vt  quantitas  V vel 
cuancfcat , vel  fiat  infinita  , integrationem  pro  i(lo 
interuallo  inflitucre. 

Solutio. 

Sit  pro  initio  interualli  , quod  contemplamur 
X — a etjzzb,  quo  cafu  cum  V vel  euanelcat  vel 
in  infinitum  abeat  ponamus  £ , ita  vt  pofito 
*•— a et  y~b  vel  P vel  Q vel  vtrumque  euane- 
fcat.  Statuamus  ergo  vt  ab  his  terminis  vltcrius 
progrediamur  xza  + u et  y~b-\-^  , fietque 
atque  tam  P quam  Q erit  functio  ipfarum  oa  et 
quarum  altera  ialtem  euanefeat  fado  caro  et  \pro. 
lam  ad  rationem  inter  oi  ct  4»  proxime  faltem  in- 
vefligandam  , ponatur  vjz  — mun,  erit  mnmn~ 
hincqne  wnQ^ca'1- ' r P ^ vbi  P et  Q ob  v^rwtca’'  me- 
ras poteflatcs  ipfius  u continebunt  , quarum  tantum 
minimas  in  calculo  retinuifle  fufficit , cum  altiores 
prae  his  vt  euanefeentes  fpedari  queant.  Infimae 
ergo  pot:flates  ipfius  u inter  fe  aequales  reddantur, 
fimulque  ad  nihilum  redigantur ; vnde  tam  expo- 
nens # quam  cocfficiens  m determinabitur.  Si  deinde 
relationem  inter  oa  et  \J/  exa&ius  cognofccre  veli- 
mus , inuentis  m et  « ad  altiorcs  poteflates  afcenda- 
mus  ponendo  ctc.  hinc- 

que 


Digitized  by  Google 


1 


c a v v t vir;  5©f 

que  fimili  modo  fcqucntes  partes  definientur,  quous* 
que  ob  magnitudinem  interualli  feu  particulae  u 
aeceflarium  vifum  fuerit. 

C o r o 1 1.  i. 

66 5.  Si  pofito  x~a  et  y~b  neque  P ne- 
que Q euanefeat , fubftitutione  adhibita  reperietur 

+ rtc'. , hineque  proxime  ad^~  A </ u et 
qui  eft  primus  terminus  praecedentis  ap- 
proximationis , quo  inuento  reliqui  vt  ante  fc  ha- 
bebunt. 

C o r o 1 ].  2. 

666.  Si  a tantum  euanefeat  , habebitur 
( M uf*  — f-  N vp*  etc. ) rr  A proxime  : vnde  pofito 

fit  A — mnun~ '(Mw'l+N«,(i)'") ; vbi  fi 
debet  cfle  »—  1—  jx  , et  mn  MmA  ; quod 
autem  non  valet,  nifi  fit  v[  1 — p.)  £>  p.  feu 
Sin  autem  fit  fiatui  debet  n—  \-\-nv~o 

feu  «~p4r;,  altero  termino  vt  infima  poteftat* 
fpeiftata.  At  fi  ffucrit  vzz- ^ ambo  termini  pro 
paribus  poteflatibus  erunt  habendi  fietque  «~i  — p. 
et  A~  w »( M N ni*)  vnde  m definiri  debet. 

Scholion. 

66‘j.  In  genere  hic  vix  quicquam  praecipere 
licet,  fcd  quouis  cafu  oblato  haud  difficile  cfi  omnia, 
quae  ad  folutionem  perducunt  pcrfpicere.  Si  quidem 

S s s . 2 omnei 
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omnes  exponentes  eflent  integri,  regula  illa  Neutomana , 
qua  ope  parallclogrammi  rcfolutio  aequationum  in* 
ftruitur , hic  in  vfum  vocari  poflbt ; tum  vero  ex- 
ponentium fra&orum  ad  integros  redudtio  fatis  cft 
nota.  Verum  huiusmodi  cafus  tam  raro  occurrunt, 
Yt  inutile  foret  in  praeceptis  prolixum  cfle , quae 
quouis  calu  ab  exercitato  facile  conduntur.  Vcluti  fi. 
perucniatur  ad  hanc  aequationem  ^(aVto+(3v|y)— y, 
ex  fuperioribus  patet  primam  operationem  dare 
4/ — v/ V u , vnde  fit  I /«(  ) — y,  vnde  m in- 

notefeit  idque  duplici  modo.  Quin  etiam  haec  ae- 
quatio pofito  Vu  — p ad  homogmeitatem  reducitur 
ideoque  reuera  integrari  potefi,  verum  haec  vix  vn- 
quam  vfum  habitura  fufius  non  profequor,  fed,  quod 
alhuc  in  hac  parte  pcrtra&andum  refiat  exponam, 
quomodo  eiusmodi  aequationes  diff.rentialcs  refolui 
oporteat , in  quibus  differentialium  ratio  puta  ddZ~p 
vel  plurcs  obtinet  dimenfiones  , vel  adeo  tranfeen- 
denter  ingreditur  , quo  abfoluto  partem  fecundam  , 
in  qua  differcutialia  altiorum  graduum  occurrunt  , 
aggrediar. 
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D E 

RESOLVTIONE  AEQV ATIONVM 

D1FFERENTIALIVM  IN  QV113VS  DIFFEREN- 
TIALIA  AD  PLVRES  DIMENSIONES  ASSVR- 
GVNT,  VEL  ADEO  TRANSCENDENTER 
IMPLICANT  VR.^ 


Problema  88. 

<J58. 

Pofita  difftrentialium  relatione  *£—p  , fi  propo- 
natur aequatio  quaecunque  inter  binas  quantita- 
tes a:  et  p y relationem  inter  ipfas  xeriabiles  x et  j 
inueftigare. 

Solutio. 

Cum  detur  aequatio  inter  p ec  x , conceflk 
aequationum  rcfolutione  , ex  ea  quaeratur  p per  x , 
ac  reperietur  funftio  ipfius  x , quae  ipfi  p erit  ae- 
qualis. Peruenietur  ergo  ad  huiHsmodi  aequationem 
/>—  X exiftente  X fundtione  quapiam  ipfius  x tan- 
tum. Quare  cum  fit  p—%  , habebimus  dy~Xdx, 
ficque  quacftio  ad  ie&ionem  primam  eft  redudta , 
▼nde  formulae  Xdx  integrale  inueftigari  .oportet ; 
quo  fadto  integrale  quaefitum  erit  j—fXdx . 


Si 
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Si  aequatio  inter  x et  p data,  ita  fuerit  com- 
parata, vt  inde  facilius  x per  p definiri  poflit,  quae- 
ratur x prodeatque  .v~P  exifiente  P fun&ionc  quadam 
ipfius  p.  Hac  igitur  aequatione  differentiati  erit 
dx~  d?  , hineque  dy—pdx-pd P,  vnde  integrando 
elicitur  y~fpd?  fcu  y-pP -fVdp.  Hinc  ergo 
ambae  variabiles  x et  y per  tertiam  p ita  determi- 
nantur , vt  fit : 

P et  jrrpP— fPdp 
vnde  relatio  inter  x et  y eff  manifcfta. 

Si  neque  p commode  per  x , neque  x per  p 
definiri  queat,  faepe  effici  potell,  vt  vtraque  com- 
mode per  nonam  quantitatem  u defin  atur  ; ponamus 
ergo  inueniri  ,v=U  et  p — V , vt  U et  V fine 
fundiones  eiusdem  variabilis  a Hinc  ergo  erit 
dy  — pdx~  \ dU  , et  y—fVdU  , ficque  x et  j 
per  eandem  nouam  variabilem  u exprimuntur. 

CorolJ.  • r. 

669.  Simili  modo  rcfoluetur  cafus , quo  ae* 
quatio  quaecunque  inter  p et  alteram  variabilem  y 
proponitur  , quoniam  binas  variabiles  x tt  y inter  le 
permutare  liect.  Tum  autem  fiue  p per  y t fiuc 
y per  p , fiuc  vtraque  per  nouam  variabilem  u de- 
linatur , notari  oportet  ,•  efie  d x — 


Coroll.  2. 

i 


\ 
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Coroll.  2. 

6“!0.  Cum  V(dx*  + d/)  exprimat  elementum 
»rcus  curuae,  cuius  coordinatae  rc&anaulae  funt  x et  r, 
fi  ratio  x+tp)  feu 

aequetur  fun&ioni  vel  ipfius  x vtl  ipfius  / , hinc 
relatio  inter  x et  y inucniri  poterit. 

Coroll.  5. 

671.  Quoniam  hoc  modo  relati»  inter  x et  y 
per  integrationem  inuenitur , fimul  noua  quantitaa 
conflans  introducitur,  quo  circa  illa  relatio  pro  ia- 
tegrali  completo  erit  habenda. 

Scholion  r. 

6-ji.  Haftenus  eiusmodi  tantum  aequationei 
difTerentialcs  examini  (iibiecimus,  quibus  pofito 
eiusmodi  relatio  inter  ternas  quantitatis  x , y et  p 
proponitur,  vnde  valor  ipfius  p commode  per  x et  / 
exprimi  potefl , ita  vt-  p—^l  aequetur  fuodtioni 
cuipiam  ipfarum  x et  y.  Nunc  igitur  eiusmodi  re- 
lationes inter  x , y ct  p confidcrandae  veniunt , tx 
quibus  valorem  ipfius  p vel  minus  commode  , vel 
plane  non  , per  x et  y definire  liceat ; atque  hic 
fimplicillimus  cafus  fine  dubio  clt , quando  in  rela- 
tione propofitr  altera  variabilis  x feu  y plane  dctfl, 
ita  vt  tantum  relatio  int- r p ct  x vel  p cx  y pro- 

T t t ponatur 
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ponatur ; quem  cafum  in  hoc  problemate  expediui- 
irms.  Solutionis  autem  vis  in  eo  verfatur , vt  pr>- 
pofita  aequatione  inter  x et  p , non  littera  p per  x , 
nifi  forte  hoc  facile  praedari  .queat , fcd  potius  x 
per  p,  vel  etiam  vtraque  per  nouam  variabilem  u. 
definiatur.  Veluti  fi  proponatur  haec  aequatio 

xdx-\-ady  ~b^{dx1^r  dy  ) 
quae  pofito  di—p  abit  in  hanc 
x -i-  ap  — b V ( i -\-pp ) 

hinc  minus  cflmmode  definiretur  p per  x.  Cuin 
autem  fit 

x=bY(  i 'Jrpp)~“P  > ob  y—fpdx^px-fxdp 

erit 

y~bpV(i-{-pp)-app-bfdpV(ii-t-pp)-lr'2app 


ficque  relatio  inter  x et  y confiat.  Sin  autem 
peruentum  fuerit  ad  talem  aequationem 

x’ dx*-\-dy’ szaxdx* dy  feu  x* -\-pz ~*px 

t **  “ 


hinc  neque  x per  p neque  p per  x commode  defi- 
nire licet;  ex  quo  pono  p~uxtyade  fit  x-t -uxzau% 

..  * auu  T ,,  adu(i— 

hineque  x — et  lamob axz.  . 

colligitur  y-aaf-^ip- , ac  reducendo  hanc  for- 
mam ad  fimpliciorem 

. u * i r utidu  * 

y-\aa. rr^*T* — a alfT^iy  ‘cu 


•'+-»1  +^onfi. 


Scholion  *. 
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Scholion  2. 

673.  Cum  igitur  hunc  cafum  , quo  aequatio 
▼el  inter  x et  p vel  inter  .y  et  p proponitur  , ge- 
nerarim expedire  licuerit,  videndum  elt  quibus  cafibus 
euolutio  fuccedat,  quando  omnes  tres  quantitates  x , y 
et  p in  aequatione  propofita  infunt.  Ac  primo 
quidem  obleruo  , dummodo  binae  variabiles  x et  y 
vbique  eundem  dimenfionum  numerum  adimpleant , 
quomodocunqiie  praeterea  quantitas  p ingrediatur  , 
refolutionem  (em  per  ad  cafus  ante  traftatos  reuocari 
pofTe ; tales  fcilicet  aequationes  perinde  tradarc  licet, 
atque  aequationes  homogeneas , ad  quod  genus  etiam 
merito  referuntur  , cum  dimenfiones  a differentiali- 
bus  natae  vbi  ]uc  debeant  e(Te  pares  , et  iudicium  ex 
folis  quantitatibus  finitis  x et  y peti  oporteat  Quao 
ergo  dummodo  vbique  eundem  dimenfionum  nume- 
rum conftituant , aequatio  pro  homogenea  erit  ha- 
benda , vtluti  cft  xxdy— yy V (kdx*-\-dyt)zzo  feu 
pxx— yy  V ( 1 -f-pp)  — o.  Deinde  etiam  eiusmodi  ae- 
quationes enolutioncm  admittunt  , in  quibus  altera  va- 
riabilis x vel  y plus  vna  -dimenfione  nusquam  habet, 
vtcunque  praeterea  differcntialium  ratio  p— in- 
grediatur. Hos  ergo  cafus  hic  accuratius  expli- 
cemus. 

Problema  89. 

6 74.  Pofito  prr fi  in  aequatione  inter  x,  y 
et  p propofita  binae  variabiles  x et  'y  vbique  eun- 
dem dimenfionum  numerum  compleant , inuenire 

T 1 1 a rcla- 
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relationem  inter  x et  y , quae  illius  aequationis  iit 
intcgrale  completum. 

Solutio. 

• i 

Cum  in  aequatione  inter  x , y et  p prnpofita 
binae  var  abilcs  x et  y vbique  eundem  dimenfionuni 
numerum  conftituant , fi  ponamus  y — ux  , quanti- 
tas x inde  per  diuiiiontm  tolletur  r halebaurquc 
aequatio  inter  duas  tantum,  quantitates  u et  p , qua 
carum  relatio  ita  definietur  y vt  \el  u per  p,  >cl  p 
per  u determinari  pofiir.  Iam  ex  pofitionc  y — ux 
liquitur  dy zz.udx-\-  xdu  cum  igitur  fit  dj—pdx , 
erit  pdx  — udx~xdu  r ideoque  Quia 

itaque  p per  u datur,  formula  diflfercntialis  j—  vnt- 
cnm  variabilem  compledens  per  regulas  primae  fe- 
dionis  integretur  , critque  ficque  x pera 

determinatur  ; et  cum  iit  y—ux  ambae  variabiles 
x et  y per  eandem  tertiam  -variabilem  a determi- 
nantur, et  quia  illa  integratio  conflantem  arbitrariam 
inducit  r haec  relatio  inter  .v  et  y erit  intcgrale. 
completum. 

C o r o 1 1.  i. 

rf<?75.  Cum  fit  etiam  Ix^Kp-u) 

> quae  formula  commodior  eft  , fi  forte  ex 
acquat.orve  inter  p et  u propofita  quantitas  u facilius 
per  p definitur. 


CorolL  u 
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Q o r o 1 1/  2, 

6~j6.  Quodfi  intcgrale  f-p—  vel  f~z  Fer  lo- 
garithmos  evprirqi  poflit , vt  fit  / f~  — /U  , erit 
lxzzlC-\-J U Iii neque  rrrCU  et  y~CUu  ; vnde 
relatio  inter  x ct  y algebraice  dabitur:  et  cum  fit 
u—  haec  tertia  variabilis  u facile  eliditur. 

; Scholion. 

6T7-  Eandem  hanc  relolutionem  Cupra  in  ae- 
quationibus homogeneis  ordinar  is  docuimus  , quae 
•efgo  ob  ci.icnliones  diflferentialium  non  turbatur  • 
quin  etiam  fuccedit,  ctiamG  ratio  diffcrentialium  rx~p 
tranfeendenter  ingrediatur.  Hoc  modo  fcilicct  refo- 
lutio  ad  integrationem  aequationis  diflercntialis  lepa- 
ratae  perducitur , quemadmodum  etiam 

fupra  per  priorem  methodum  negotium  fuit  expe- 
ditum. Altera  vero  methodus.,  qua  (upra  vft  fu- 
mus , quaerendo  faftorem  qui  aequationem  differen- 
tialem  reddat  per  fc  integrabilem  , hic  plane  locum 
non  habet  , cum  per  diflfcrcntiationem  aequationi* 
finitae  nunquam  differentialia  ad  plures  dimenfionis 
exlurgere  queant.  Nun  ergo  hoc-  modo  initenitur 
aequatio  finita  inter  x et  y,  quae  differentiata  ipfam 
aequationem  propofitam  reproducat,  fed  quae  faltein 
cum  ea  conueniat , et  quidem  non  obllante  arbitra- 
ria illa  conflante , quae  per  integrationem  ingrefla 
intcgrale  completum  reddit. 

T 1 1 3 Exem- 
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Exemplum  i. 

67  3.  Si  in  aequationem  propofitatrt  neutra  varia- 
bilium x et  y ipfa  ingrediatur , ject  tantum  dijjeren - 
Halium  ratio  ^ ~ p , integrale  completum  ajjignare. 

Pofito  ergo  *d3x  — p aequatio  propofita  folam 
variabilem  p cum  conflantibus  compleretur  , vnde 
.X  eius  rdolutione  , prout  plures  inuoluat  radices  , 
orietur  p — a,  p — (3  , p—y  etc.  Iam  ob  p— 
ex  fingulis  radicibus  intcgralia  completa  elicientur  , 
quae  erunt: 

j — ax-\-a  ; y — $x-\-b-,  y = yx-\-c  etc. 

quae  lingula  aequatioui  propoiitae  aeque  Satisfaciunt* 
Quae  fi  velimus  omnia  vna  aequatione  finita  com- 
pleri , erit  integrale  completum 

(y— a.x— a)[y— (}x-b)(y—  yx— r)  etc.  — o 

quae  vti  apparet  non  vnam  nouam  conflantem  , fed 
plures  a,  b,  c etc.  comprehendit,  tot  fcilicet , quot 
aequatio  diScrcntialis  plurium  dimcnlionum  habuerit 
rad.ccs. 

Co r o 1 1.  i. 

679.  Ita  aequationis  difTerentialis  dy'—dx'—  o 
ftu  pp—  iro  , ob  p—-\-  r et  p— — 1 , duo  habe- 
mus integra' ia  y~x-\-a  et  y—.  — x-\-b  , quae  in 
vuum  collecta  dant  (y-x— o feu 
y — xx  — b]y— \a— b)x-\-ab  — o. 

Coroll.  2. 
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C o r o 1 1.  2. 


6 So.  Propofita  aequatione  dy  -+-  — o fcu  _ 

'+i  'o  , ob  radices  pzr.  — j;  p — ’•  ~t'— — ~ ct 
— erit  vel  j^-ar  + a;  vel  y - a- + £ i 

vel  _y— , quae  colleda  praebent: 


y+x‘.ia+b+c)JyHaJ^Lb-'J±^c)m  i+'^V)« 

+(«£-HK4-&f  )/+{&'- 'tfe- '“7 — ' sb)x-abc-o 
qnae  aequatio  etiam-ita  exhiberi  poteft  : 

y3-\~x’ —fyy—gxy—bxx  -4- Aj+B.v-p-C— o 


vbi  conflantes  A,  B,  C ita  debent  elTe  comparatae, 
vt  aequatio  haec  refolutionem  in  tres  fimphccs  ad- 
mittat. 

Exemplum  2. 


, <JSi.  Propofita  aequatione  differentiaU 
ydx— x'/(dx,-l-dy,)no 
eiur  integrale  completum  inuenire . 

Pofito  U=zp  fay-xV(pp+T)^o  fit  ergo  , 

y~ux  erit  V {pp  -4- 1 ) et  » vnde  per 

alteram  formulam 

at  fdpV{pp+i)='ipV(i+pp)  + ll{p+y('+PP')) 

( # 


• I v \ 


vnde 
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/nde  colligitur 

IxzC-  i +pp)~pr'j>V(i  +pp)-lppzC+  'J[  A i+pp',+p) 

-lpV{i+pp)-lpp 

et  y — ux  ~xV  {pp-\-i ). 

Exemplum  3. 

682.  Huius  aequationis  y Jx-x J yrrnx  V (dx’+dy ') 
integrale  tonplctum  inuenire. 

Ob  nortrj  aequatio  e<d  y-px~nxV(i-\-pp), 

quae  pofito  _yzz.ax  abit  in  tt—  p~nV ( i +pp).  Cum 
trgo  fu 


lx~-l{p-u)+f~  , erit  Ix ~-InV (i+pp)-/ , 
hineque 

lx=C-foV(*+pp)-lJ(p-i-V(i-\-pp)). 

Quare  habetur 

* = «^55  ( n 1 + ttypi  « , - >p(  i'(i+ppypf. 


Cum  nunc  fit  uu  — a.uf>-\-pp— nn~\~nnpp  erit 

/i=!=«£t!=a  « V(,+fPV=:2S±J*±!rss 1 


•vnde  fit 


*(— nv-t-Vfmi-f-i—mt))  — f — »n)\*  . 

<K— n«)  — V ,^7i J VU1  “ — 

At  fi  n—i  , Ctt^^ri  V(I +/»/»  = “f-* » 
atque  fcu  yjr+xxzz  zax. 


Si 
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Ji  i eft  quidem  vt  ante 

et  V(x+PP)===tFj 

vnde 

XZZyJ-^fTpp^y  (*  +pp)+p)  — T*^  — xx-t-y*' 

Ergo  et  x~o  et  xx-\-yy  -\~zax^o. 

Scholion. 

583-  Haec  aequatio  fumendis  vtrinque  quadra- 
tis et  radice  p~\i  extrahenda  ad  aequationem  bo- 
mogeneam  ordinariam  reducitur.  Fit  enim  primo 
yy—x pxy  ~\-ppxx~nnxx-)-nnppxx  , tum  vero 
xdy^y^n.V(yy-^**-rJJl£S.)  , quae  pofito  J-UX 

feparabihs  redditur.  ' Vbi  imprimis  cafus  quo  nn~i 
notari  meretur,  quo  fit  yy—xpxy-^xx,  feu  />*-  <u 
-~yy  -s*  t ideoque  xxydy-+-xxdx-yydxzo  : quae 
etiam^  per  partes  integrari  poteft,  cum  xxydy-yydx 
integrabile  fiat  per  foftorem  quo  vt  etiam  • 

pars  xxdx  integrabilis  reddatur,  illa  forma  abit  in_  3» 
ficque  habebitur  dx~ o , cuius  inte- 

gral ceft^+*=*«.  vt  ante  » nifl  quod-  altcr* 
folutio  .y — o.  hinc  non  eliciatur.  Verum  cum  ae- 
quatio illa  quadrata  pofito  «-1  fubito  abeat  io 
fimplicem  , altera  radix  perit , quae  reperitur  po-  v 

nendo  n 1 * , quo  fi1 

yy—  ipxyzz  XX—  XCLXX—  l.CtppXX 

ideoque  px  infinitum,  remergo  tcrminirScli^* 
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reliquis  cuanefcentibus  cft  - zpxjzz xx—  zappxx  , 
quae  diuifibilis  per  x alteram  praebet  folutionem  x~c. 
Talis  quidem  refolutio  fuccedit  , quando  valorcm  p 
per  radicis  extrattionem  elicere  licet  ; fed  fi  aequa- 
tio ad  plurcs  dimenfiones  afeendat , vel  adeo  tran- 
fcendens  fiat  , methodo  hic  expolita  carere  noo 
pofiumus. 

Exemplum  4. 

6 8+.  Propqfita  aequatione 
xd  y*->r  yd  x'  — d y dx  V x y{dx*-f-  d y*) 
eius  integrale  completum  inue fligar  e. 

d y 

Pofito  p , et  y—ux  , noftra  aequatio  in- 
duet hanc  formam  p 1 + u~p  i +pp),  vnde  conficitur 

H = r^r.,  feu  =- Hp-u)+/j!ir' 

Inde  autem  cfi 

Vu^'lpV(i+pp)+’pY(i-4.p+pp)i 

et  quadrando  ...  . . - ■ 

u = Ipp  -p’  4-  4-  Ipp  Y ( i +pp ) ( i - 4 p+p p 

hineque 

p-u=lp(i+pp)(i-p)-lppY(i+pp)(t-4p+pp ) 

Tnde  colligimus 

-Jt  - — t)  _i d r> v t , — 4 p-*-pP) 

f—u  ipl  t — p + p p)  ^ ,(i  _ p+pp)y 

In  quorum  membrorum  poilleriorefi  ponatur 

ob 
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t ' — qq  i aP—\ ‘—qq  l7  V (*  — ( i — qq)*) 

et  i —p  +pp M * +jtL±pzL'. — ‘ii)1 ) obtinebitur 

f*L  — ' r W'-?)  , _l_  2 r 

J f-«  %J  K'-P-hPP>  ^ ' (j-*-«iVU— < 


(j-M-J.VU — (i — <m)*) 

Tbi  membrum  poderi us  neque  per  logarithmos,  ne- 
que arcus  circulares  integrari  poteft. 

Exemplum  $. 

58 5.  Imenire  relationem  inter  x et  Jyvt  pofito 
• =/V(dx*-HlyI)  fiat  $s~2xy. 

Cum  fit  tzzVixy  erit  ds~ V(dx,-\-dyt) 
—XiJ^ty d * hincque  pofito  Tx—P  et  y~ux  fiet 
V(i  +pp)=pj~,  feu  « — V2a(i-+-pp)-p  , et 
radice  extra&a  V a~ V ~_Z z r 1 f 
quare 

tor  1 -p+p/>+(  1 -p)*'  ( * +pp)  et  p-«cr-(  1 -pX*  T+ V( 1 +/>/><)• 
Ergo 

/^u-^^,(i-p-V(x+pp))='/p-i/d-^±p.  1 

At  pofito  p — L—3  fit 

fjpyu+pj)  _ r — , /*Jj_  . r i? 

7 fO— p)  — '/  s( >— MX9T*-«a—0  — T/  q J >-qq'  +y 

=+/?-/, 1 

hincque 

/j—.-s/p  y.  v>— .-4 -‘i  i9  /frV— * 

Iam  p - u— LiJliiJt  [ ( » -mk 

V V Y a ficquc 
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reliquis  cuanefcentibus  eft  ~ zpxy —xx— z appxx  , 
quae  diuifibilis  per  x alteram  praebet  folutionem  xrzc. 
Talis  quidem  refolutio  fucccdit  , quando  valorem  p 
per  radicis  extradtionem  elicere  licet  $ fed  fi  aequa- 
tio ad  plurcs  dimenfiones  afeendat , vel  adeo  tran- 
fcendens  fiat  , methodo  hic  expofita  carere  non 
poflumus. 

Exemplum  4. 

6 8+.  Propqfita  aequatione 
xdy*-i-ydx'=:dydxVx7{dx’-l-dyly 
eius  integrale  completum  inuejltgarc. 

dy 

Pofito  ji—p  , et  y^zux  , noftra  aequatio  in- 
duet hanc  formam  p’  + u~p  Vu(  i +pp),  vnde  conficitur 

H = (eu  l*=fi^=-np-u)-+-/-£T' 

Inde  autem  eft 

V ti~tpV (t-\-pp)-\-\pV[i—\p-\-pp) , 

et  quadrando 

« = '*PP-P' -\r\ppV  { 1 -\rpp){  1 
hineque 

p-u='fp(i+pp)(2-p)-lppV(H.pp)(t-4.p+pp) 

tnde  colligimus 

_dP  — — P ) ■_ dt>V(,  — tp  + pp) 

t~u  * * — p •*-!>* ) *(«  — p-hpp)y  (i-t -Fp>' 

In  quorum  membrorum  pofteriore  fi  ponatur 

ob 
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A — t+SLt—l'  . j^_«9d9(»-+-  V(*  — f i — 94)*  H 

°°  P~  *-«•!  i dP-X^=WT^cr=rr=^iq-/f 


et  i -p+pp=l*f*U  obtinebitur 

/■*£_  — l f Writi. , _i_  2 f wi 

J p—H  Ki-p+pp)  “ (J+f jyu— {,_ M).) 

Tbi  membrum  pofterius  neque  per  logarithmos , ne- 
que arcus  circulares  integrari  poteft. 

Exemplum 

585-  Inuenire  relationem  inter  x « 7,v/  pofito 
»~yV(dx’-i-dy1)  fiat  ss— 2xy. 

Cum  fit  s — Vzxy  erit  ds  — V[dx'-\-dyt) 
—XdJit%T^  hi  neque  pofito  §~  ~p  et  yxzux  fiet 
Y(i+pp)=p^~  , feu  « = V 2 B(i -+-/>/>)_/>  , et 
radice  extrada  Ytt-Y' ~*~p p-+- - —t+f—-*- H >y 
quare 

«=  i -pYpp+{  i -p)*'  ( 1 4#)  ct  p-ic-(  i -pX*-p+Y(  i +/>/>,). 
Ergo 

/ j^«  -r7^F)(  * -/>-  V ( x +/>p ) )=  I /p  - > 

At  pofito  pzz1—*  fit 

— r ~aKlj±22)1 /*_  . rJi_  . r 

J K I — p)  — ■) -T^/  9 a7,-44  +7(9-+-,;*— , 

hineque 

f£-.=Up-Ui+\  r%  - s 'JSS? = '(  t?  ) - tt  /,*££?■ 

Iam  p— «— 1 -*?-??)—  | ( , -H,) (,_(■-+- 9)*) 

V y t a ficque 
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V 


J*  + 
ficque  habetur 

/*=C-/(  1 4-J )+/{-/(!  -( I 

=/«-/(!*-(. -H)‘)- 

vbi  eft  «=£==](  r-f-fl)1  , et  x-Hg=V'^  \nde 
y—  !*-(?  *=.' feu  *— y rrg(l*-v^  Vel 

X— Jr  W * -4-  V ^ 


• V 


(V  A'4-Vy)1  Tv»^fl(Vji;- Vj-)v  *.  Eft  ergo  ac-» 
quatio  inter  x et  y interfecndens  vti  \ocari  folet. 

Scholion. 

# 

' 6%6.  Facilius  haec  refolutio:  abfoluitur  quae- 

rendo ftatim  ex  aequatione 

u+p-V  xu(i-hpp)  feu  uu+tup+ppzziu+zupp 
■valorem  ipGus  p qui  fit  • 

A U-*-Vfuii — *UU-4— 2lz-4-2li*— Uk)  U— I— f I — IllVlU 

P--  7ZZ1 feu  p—— -£=. — 

et  t — u \ — LL=uO  ±&. 

r u—~  IU  — I v.  IU  — I 

Quare 


■/*=/j^=/g§j 5?=c-/(  I -ayf^ 


u;V» 


fit  a~<yv  eritque 

/■  du  — i /■ « dv  i ji  -b  v 

/(i — ujym  V tJ  ■ — m>  y 2*  i — u 

hiucque 


Vnde 
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Vnde  ob  u—  2-  reperitur  vtante. 

Quare  fi  curua  defideretur  coordinatis  redangulis 
x et  y determinanda,  vt  eius  arcus  x fit  xVixy, 
erit  aequatio  eius  naturam  definiens  t 

(Vx4-Vy)£+1=a(Vx-Vj')*'*~i' 

Caetcrum  euidens  efi  fimili  modo*  quaeftionem  re- 
folui  pofle  r fi  arcus  s furufiioni  cuicunque  homo- 
gencae  vnius  dimenfionis  ipfarum  x et  j aequetur,. 
Icu  fi  proponatur  aequatio  quaccunque  homogenea 
inter  x,  y et  r,  id  quod  fequenti  problemate  bften- 
diffe  operae  erit  pretiumv  - - ; J"  •’  •'  r‘  * 

Problema'  90-  » ~ \ 

<T87.  Si  fuerit  szzfV  [dx‘~\-dy‘)  y atque  ae- 
quatio proponatur  homogenea  quaecunquc  inter  x,y 
et  x ,,  in  qua  fcilicet  hae  tres  variabiles  x , y et  s 
vbique  eundem  dimenfionUm  numfcrum  couftituant  r 
inuenire  aequationem  finitam,  inter  x et  y.- 

So  lut  rou  • e 

Pdnatut  >zr»x  et  x~»x,  vt  hac  fubftitii- 
trone  ex1  aequatione  homrogenta  propofita  variabilis  x 
eHdtftUr  , £t  aequatio  obtineatur  inter  binas  u et  v ,J 
vnde  v per  u definiri  poflit..  Tum  Vero  fit  dyrpdxf 
eritque  ds-dxV(i-t-pp)  vnde  fit 

pdx~udx-\-xdu  et  dxV{  i +pp)  —vdx.+xdu 

dx  — J u — dv 

sl  p — a V(  > ~+-  f>  P ) — 1>’ 

V v v 3 Quiai 


y 
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Quia  nunc  v datur  per  a,  fit  dv  — qdu,  Tt  fa- 
teatur V(  i +pp)~v+pq  -qu  , et  furatis  quadratis 

t , , '-t-pP— (v-qu?-\-2pq{v-qu)-}~pp91  , 

vnde  elicitur 

- <?(*>— *a)  +Vffn-  qu)1  — * 

r — >—  tf*  Ct 

„ IV  — »-+•  Vffi>  — t«)*  — »■+•?<) 

•”  W — < — «y 

Quare  hinc  deducimus 

' a* d«fr — <w) dkfqp— « — V'Tl>— 1^1  )♦-!->- 1)^1 

X fU— U-f-y,(-D— 9«)* i-l-ljl)  l-t-ui.  ..  VU 

vade  cum  v et  f detur  per  a inueniri  potefi  a:  per 
eandem  a : at  ob  qdu  — dv  fiet : 

tum  vero  eftj'  — ax,  lcu  pofito  loco  a habebitur 
aequatio  quaefita  inter  x etj. 

CoroII.  i. 

688.  Cum  x exprimat  arcum  curuae  coordi- 
natis  redtangulis  x et  y rcfpondentem  , fic  definitur 
curua,  cuius  arcus  aequatur  fun&ioni  cuicunque  vnius 
dimenfionis  ipfarum  x et  y ; quae  ergo  erit  alge- 
braica,  fi  integrale  fililS^>L=^£i±)  ^ loga., 
xitbmos  exhiberi  potefi. 

» 

CoroII.  2. 

689.  Simili  modo  refolui  poterit  problema  t 
11  / eiusmodi  formulam  integralem  exprimat , vt ' 

' » •**••*  fit 
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fi t/trzQjix  exiftenteQ  funiftione  quacunque  quanti- 
tatum p , u et  v.  Tum  autem  ex  aequalitate 
T—£=7—q^tv  valorem  ipGus  p elici  oportet» 
et  quia  v per  u datur  , erit 

' • • • • . • 1 . . 1 

Exemplum  i. 

<?90-  Si  debeat  efle  j-rax + (3/,  erit  vra  + fJ», 
et  , hinc  v—qu—x  , ergo  r 

U=h-IY(i+uu-(*+p.f)-/Z£g&$ 

quae  poftrema  pars  eft 

quae  transformatur  in 

r ( P 3 — i1(fu/(aa-l-33  — i)  

y{«,p£-0-f.ap-ria«-*-pp-i)j(ult}p-i)-4-ap-+-V(«a-*-PP-*)i 
. — i /{  P P — i )»-»-gP—  V,'aa-+-  33  — i) 
— s/fP3—  + — • >’ 


Quare  pofito  U—\  aequatio  integralis  quaefita  eft  , 
fumeis  quadratis:  c ....... 


K x -+-y  y — f a »-f-  P Jp* 
a a 


(33  — H » -t-a3«  — * V f aa  + 33  — i| 

— fpp  — ij^-f-ap  *-+-*  viaa-<-PP—  i}* 


At  pofito 

( (3  p - i ) j -f- a.  (3  x - x V ( a a ■+■  (3  (3 - 1 ) = P 
((3(3  — i )/-f*apx+xV(oa4-(3(3-x)=rQ 

eft  , 

P Q=(  (3  (3  - i )'yy  4-  a a (3 ( (3  (3- 1 Jxy+faa ~ * X(3(3-i)xx 

vnde 


/ 


ft 
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vnde  mutata  conflante  fit  ^ ^ 5.)  crS°  ve^  P-20 
vel  Q_~b ; folutio  ergo  in  genere  eft  • . 

( p (3  - 1 ) j +a  P a*  ± 4:  V ( a a-+-  (3  (3  - * ) =* 

quae  eft  aequatio  pro  linea  reda. 

Exemplum  2.  t 

5pi.  Si  debeat  effe  erit  *=»««  pt 

q—znui,  vnde  x -t-uu  — vv~*~i-uu—nnu  et 
v—qu——nuu  ergo 

l X — / 0 — /V  ( 1 +UU  JiTlU  ) J~  i_j_uu — nnu* 

1 

quae  formula  autem  per . logarithmos  integrari  ne- 
quit. 

Exemplum  3. 

692.  Si  debeat  efle  ss~xx-\-yy  erit  vrV(i  \uu) 

et  q— yTT^ulo-»  VIlde  fit  «+««-««=0  1 folu- 
tionem  ergo  ex  primis  formulis  repeti  conucnit;, 

vnde  fit  v- qu  — y;,  4-uu)  i 9 9 ~ 1 —■  ■ — uu  ct 
fv— a=°  i,  erS°  />-«'—  o feu  *£-£=:o,  ita  vt 
prodeat  y~*x. 

Exemplum  4. 

693.  Si  debeat  efle  feu  vzV(uu+n) 

et  y-yrjrWTerit  * +uu-vv-i-n;  v-quz 

ct  qq-i—rri~a-  Q.uare  habebitur 

hinc- 
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V— 


* — f y-4-V(yy-+-nxx) \ * # 

b — ' * J 


x 

n 


Quoties  ergo  ^£-7  eft  numerus  quadratus  aequatio 
inter  x et  y prodit  algebraica.  Sit  V ^rr — m , erit 
nrz~zt  et  ss-jy-i- Htt  cui  conditioni  iatisfit 
hac  aequatione  algebraica  : 

. jl  w+'  = b(y-hV  (yy+%£?, ) )• 

quae  transformatur  in 

^ 1 «-m  _» 

X"—2bmxm  y— -mn—bm  fcu 

'J  m m — 1 

( vi  m — 1 ) a:m  — m m bm 

J/  — ■*  1 i-m 

2[mm—i)bm  x~™  . . 

Corollarium. 

i 

69 4.  Ponamus  ac  fi  fuerit 


i(n«-  1 ^.v 


erit 


ss-yy-'~r  , ftu  j— V/(j7-sr^r.)- 
Quare  fi 

eft  x=V(^-V). 


X x x 


Pro- 
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Problema  91. 

69 Si  pofito  eiusmodi  detur  aequa- 

tio inter  .v  , y ct  p , in  qua  altera  variabilis  y vni- 
cam  tantum  habeat  dimenfionem  , inucniro  relatio-; 
nem  iuter  binas  variabiles  x et  y.  , • . 

Solutio. 

Hinc  ergo  y aequabitur  fundioni  cuipiam  ip~ 
farum  x et  p vnde.  differentiando  fiet  dj r:IV.v+Q</p* 
Cum  igitur  fit  dv  — pdx , habebitur  haec  aequatio^ 
di.Tircntialis  : (P— p)dx-\-Qdp  — o , quam  integrari 
oportet.  Quoniam  tantum  duas  continet  variabiles 
x ct  p , et  diff.rentalia  fimpliciter  inuolu.it , eius 
refolutio  per  methodos  fupra  expofitas  efl  teutanda. 

v. 

Primo  ergo  refolutio  fuccedet , fi  fuerit  P — p, 
idcoque  dy—pdx+Qdp.  Quod  eucnit , fi  y per  x 
ct  p ita  determinetur,  vt  'fit  y ~px 4- n,  denotante  II 
fundionem  quamcunque  ipfius  p.  Tum  ergo  erit 
0.=*+^  et  cum  folutio  ab  Ht*  aequatione  Q//~o 
pendeat  , erit  vel  dp  — o}  hineque  p~a  fcu  yzaxy  fi 
vbi  altera  conflantium  a ct  (3  per  ipfam  aequatio- 
.nem  propofitam  determinatur,  dum  pofito  p~a  fit 
; vel  erit  Q~ o , idcoque  x— — et 
j—— ^L  + II,  vbi  ergo  vtraque  folutio  cfl  alge- 
braica  , fi  modo  n fuerit  fundio  algebrica  ipfius  p. 

i 

Secundo,  aequatio  {V-p)dx-\-Qdp—o,  refo- 
, lutionem  admittet , fi  altera  variabilis  x cum  fuo 

diffe- 
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diflferentiali  d x vnam  dimerrfioijcm  non  fuperct. 
Eucnit  hoc  fi  fuerit  y rrPx-rH  dum  P et  n tu Pt 
fun&iones  ipfms  p tantum,  tum  eoim  erit  P~  P 
et  , hineque  ha:c  habeatur  aequatio 

integranda  (P-p)dx-\-xdP-}-dU-o  lclt  dx+ 


rtt p 

? ' p^T 

dP  _ d K 


quae  per  e' r~f  multiplicata  dat  e'  r-Px~—fe- 


/ dp^  r de 

./r-pv-— /W  p-? 


Srt 

r-P 

RJx 


S:ue  ponatur  p-rp^  erit  aequatio  integralisRjrrC-/^ 

~ , r . C I rdniK.  CP 

— C-/-1TF  ; vnde  fit  *=*—*/-«-  et  T 
j IT  — p f l"iLR~ 

R/  «P  * 


Tertio  refolutio  nullam  habebit  difficultatem,  fi 
denotantibus  X et  V fun&iones  quascunque  ipfius  x 
fuerit  ) — X-f- V/>-  Tum  enim  erit  dyzzpda-dX. 
-\-\dp-\-pdV  , ideoque  dp~\-p[  d~yr—~  ) ~ —dyf  , 
fit  ^ , \t  R fit  etiam  fumfiio  ipfius  x , erit 
l-p-C-ff  feu  /,-c^-^/^,et  j-X+CR-R/f, 
quae  aequatio  relatiouem  inter  x et  j'  exprimit. 


Quarto  aequatio  (P'~p)dx-\-Qdp ~o  refblutio- 
nem  admittit  fi  fuerit  hoinogenca.  vJum  ergo  ter- 
minus pdx  duas  contneat  diinenfiooes  , hoc  cuenit  , 
fi  totidem  dimenfiones  et  in  reliquis  terminis  infuit. 
Vnde  pcrfpicuum  dt , P et  Q efle  debere  funftioncs 
homogeneas  vnius  dimenfiOnis  iptorum  x et  p.  Quare 
fi  y ita  per  x et  p definiatur,  ity  aequetur  fimdioni 
homogeneae  duarum  dimenfionum  iplarum  x ct  p , 
refolutio  fucccdct.  Quo.lfi  en'm  fuerit  d)-?dx+Qdpf 
aequatio  lolutionem  continens  (P— p)dx+  Qdpzzti  , 

XH2  v em 
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erit  homogenea  , fietque  per  fe  integrabilis , fi  diui- 
datur  per  (?-p)x+Q_p. 

Coroll.  i. 

696.  Pro  cafu  quarto  fi  ponatur  yrz  z z , ae- 
quatio propofita  debet  effe  homogenea  inter  tres  va- 
riabiles x , z et  p.  Vnde  fi  proponatur  aequatio 
homogenea  quaecunque  inter  x , z et  p , in  qua 
hae  ternae  litterae  x,  z et  p vbique  eundem  dimen- 
fionum  numerum  con  fl  i tua  nt,  problema  femper  relo- 
lutioncin  admittit. 

Coroll.  2. 

697.  Simili  modo  conuerfis  variabilibus , fi 
ponatur  x~vv  et  ddxy—qy  vt  fit  p—lq;  ac  propo- 
natur aequatio  homogenea  quaecunque  iuter  yt  v ct  qt 
problema  itidem  refolui  poteft. 

t’  • * 

Scholion. 

69$.  Pro  cafu  quarto,  vt  aequatio  (P -p)dx+Q_dp=& 
fiat  homogenea,  conditiones  magis  amplificari  poliunt. 
Ponatur  enim  x^i*  et  p — q\  firque  fafta  lubfti- 
tutione  haec  aequatio  ^(V-q' dv+vQq*-' dqz.o 
homogenea  inter  v et  q ; eritque  P funftio  homo- 
genea v dimenfionum  t et  Q fundtio  homogenea  p. 
dimenfionum.  Cum  iam  fit 

' dv-\-vQq,~' dq 

erit  y funftio  homogenea  pq-v  dimenfionum.  Quare 
polito  problcnu  refolutioucm  admittit , fi. 

inter 
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inter  x , y et  p eiusmodi  relatio  rroponatur  , vt 
pofitio  / — ■su"*~w ; et  p ~ q'  habetur  aequatio 

homogcnca  inter  ternas  quantitates  z , v ct  q , ita 
\t  dimenfionum  ab  iis  formatarum  numerus  \bique 
ftt  idem.  Ac  fi  propofita  fuerit  huiusmodi  aequa- 
tio honogenca  inter  z , v et  q , folutio  problematis 
ita  expedietur.  Cum  fit  dy—pdx  , erit 

( p. -f- y)  dz  — p-v^^^dv  ; 

ponatur  iam  zz=.rq  ct  v~sq ; et  aequatio  propo- 
fita tantum  duas  litteras  r ct  f continebit , ex.  qua 
alteram  per  alteram  definire  licet  , tum  autem  per 
has  fubfiitutiones  prodibit  haec  aequatio : 

ex  qua  oritur 

dq fx.  — 'dt—  ( in  + v' r*-*-'—1  d r 

quae  eft  aequatio  differentia! is  feparata  , quoniam  r 
per  r datur.  Quin  etiam  bini  cafus  allati  manifefto 
'continentur  in  formulis  y—si1'*''  , x—v11--  et  p~ 7’; 
prior  fcilicet  fi  p.“i  et  vzz  1 , poficrior  \ero  fi 
p.— a et  v~—  1.  Hos  igitur  cafus  perinde  ac 
praecedentes  exemplis  illuftrari  conucniet , quorum 
primus  praecipue  eft  memorabilis,  cum  per  differen- 
tia-tionem  aequationis  propofitac  y—px+U  ftatim 
praebeat  aequationem  intcgralcm  quaefitam,  neque  in- 
tegratione omnino  fit  opus  , fiquidem  alteram  folu- 
tionem  ex  dp^i  o natam  excludamus. 

• X x x 3 Exem  • 
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Exemplum  i. 

699.  Propo/ita  aLqualione  differentiati. 
ydx— xdy— aV'(dxl-^-dy,) 

em  integrate  inuenire. 

Pofito  fit  y-px  — aV(i-\-pp),  quae 

aequatio  differentiata  oh  dy—pdx  dat  -xdp-^^^t 
quae  cum  fit  diuifibilis  per  dp  praebet  primo  pz. a, 
hincque^zzaA  -f  Alter  vero  factor  fuppedi- 

tat  hi  neque 

\nde  fit  a x-hyy  zzaa , quae  eft  etiam  aequatio  in- 
tcgralis  , fed  quia  nouam  conflantem  non  inuoluit  , 
non  pro  completo  integrali  haberi  poteft.  Integrali 
autem  completum  duas  aequationes  compleditur. 
Scilicet 

y — 1 4-aa)  et  xx-\-y  y—aa 

quae  in  hac  vua  comprehendi  poflunt : 

(( y — a.  x Y — a a ( * -f-  <*«))(*  x -V-yy — <r«)  jz  9. 

Scholi  on. 

700.  Nifl  hoc  modo  operatio  inftituatilr  , fo- 
lutio  huius  quacftionis  fit  fatis  difficilis.  Si  enim 
aequationem  diffcrentialcm  y dx -xdy~aV ( d xi+dy') 
quadrando  ab  irrationalitate  liberemus  , indeque  ra- 
tionem ^ per  radicis  cxtr.nftioncm  definiamus,  fit 

{xx—aa)dy—xydxzz  -f - adxY  jx  x-\-yy~aa) 

• quae 
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quae  aequatio  per  methodos  cognitas  difficulter  tra- 
datur. Multiplicator  quidem  inueniri  pntefl  vtrum- 
que  membrum  pir  fe  integrabile  reddens  ; prius  enini 
membrum  {xx-aa)dy-xydx  diu. Ium  p:r  yCxx-au) 
fit  integrabile  integrali  exiflente  Ijr/—:  Anie  in 
genere  multiplicator  id  integrabile  reddens  eft 


0)  : 


y{xx  — aa)  ^ 

quae  fnndio  ita  determinari  debet  , yt  eodem  mul- 
tiplicatore quoque  alterum 

fiat  integrabile.  Talis  autem  multiplicator'  ta  . 

sn^rr  vu^i^TT-) = 
quo  fit 

f xx~aa)dy—xy<lx  +,j, 

(**—  aa)Y(x  x+yy-aa)  — 

Jam  ad  integrale  prioris  membri  inueflieandum 
fpedetur  a:  n conflans  , eritque  inregrale  * d * 

= l{j  ~b  y ( xx  -\-yy — a a ) ) -f-  X 

denotante  X fundionem  qmmpiam  ipfius  x iti 
comparatam , -vt  fumta  iam  y conflante  fiat : 

fe* 

vnde  fit 


dX= 


-Id* 


X X 


-*«'  et  x — ^TuTr 7 


a/ 


Quare 
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Quare  intcgrale  quaefitum  eft 

Kj+V{xx+yy-aa))+liTTi-^r7T)~ db*#r!l  fe“ 


.y-f-  vC  * y 4-^  y - o q ) 
V\  X * — «a) 


vel  -aV 


*-t-a 


tnde  fit 


y-{-V  (xx-t-yy—  aa)  — a(-v  + a) , hineque 

au*  — aa~aa(x  ^-af—iaix^ha^y  vel 
A'  — F a ~ a a ( A'  -}-  a)—  2 ay 

quae  autem  tantum  eft  altera  binarum  aequationum 
iotegralium,  altera  autem  aequatio  integralis  xx+ryzaa- 
iam  quafi  per  diuiftonem  de  calculo  fublata  eft  Ctu- 
fenda.  Caeterum  eadem  folutio  aequationis 

( aa— xx)dy  -f  xydx  — + adxV(xx-\-yy—aa) 

facilius  inftituitur  ponendo  yz u V[aa~xx) , vnde  fit 

{aa-xxyd.i=±adxV(aa-xXj(uu-i)  feu  y-~ >—7^ 

cui  quidem  fitfisfit ' fu  mendo  uri  , neque  tamen 
hic  cafus  in  aequatione  integrali  continetur  , \ti  fu- 
pra  iam  oftendimus.  Ex  quo  (ufpicari  liceret  alte- 
ram folutionem  xx~\-yy  — aa  adeo  efle  excluden- 

dam , quod  tamen  fecus  fc  baberc  deprehenditur  ; fi 
ipfam  aequationem  primariam  per- 

pendamus. Si  enim  a-  et  y fint  coordinatae  rccian- 
gulac  lineae  curuae  , formula  exprimit 

perpendiculum  cx  origiue  coordinatarum  in  tangen- 
' : tem 
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tcm  dimiflum  , qaod  ergo  conflans  cflc  debet.  Hoc 
autem  euenire  m circulo  origine  ia  centro  condi- 
tu ta  , dutn  aequatio  fit  xx-\~yy  — aa,  per  fe  eft 
manifeftum.  Atque  hiiic  realitas  harum  folutionum, 
quae  mimis  congruae  videri  poterant , confirmatur  f 
etiamfi  earum  ratio  haud  fatis  clare  perfpiciatur. 


Exemplum  2. 

70 1-  Propqfaa  aequatione  dijfermtiaTi 

ydx-xdy 
eius  integrate  wuerure. 


Pofito  dyzzpdx  fit  y—pxTza(  i -\~pp ) et 
fiiffercntiando  —xdpzzzapdp , ynde  concluditur  vel 
dp~  o,  ct  pzz a , hineque  tq-aa)  vel 

x--2 ap  et  y=za{i-pp)  , ficque  ob  ha- 

beb.tur  yay  ~yaa  —xx  , quae  aequatio  ad  geome- 
triam translata  illam  conditionem  omnino  adimplet 


Ex  aequatione  autem  propofita  radicem  extra- 
hendo reperitur 

zadj-+-xdx  — JxV(xx-+-4.ay—+aa) 
quae  pofito  abit  ia 

xadu[Af.aa~xx)-xdx^au-\)-dx'V{^aa-xx)[^au-\) 
haecque  pofito  4 au-t.zz.tt  in 

tdt{  ^.aa-xx)— ttxdx— tdx"\/ (+<*<*—* x) 
quae  cum  fit  diuifibilis  per  r,  concludere  licet  /no,' 

ideoque  > atque  hinc  \ayzz.+aa—xx. 

Y y y Excm- 
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Exemplum  3..  • 

70*.  Propofita  aequatione  differentia^- 

ydx— xdy  = aV  (dx5-hdylj. 
tiut;  integrale.  affignarc.. 

Haec  aequatio-.  more.'  confueto  ,,  fi  rationem  jiT 
inde,  extrahere,  -vellemus  ,.vix  tradari  poffct.  Pofito» 


autem-  dy-pdx  fit  y-prraV(i+/)  et  diffcren- 
tiando  xdps=~~af  vnde:  duplex  conclufio  dedu— 


citurr  vel  dp"o  et  p = a ficque'-yrax-+-ny(i+a,)i. 


vel  x = - — 

V<  «-H  p»)T 

I / _ . \t 


et  j = — vnde  fit  pp--*y,- 

erit 


ffe'Ob'/’(H-p*)* erit  = i ,,  hino- 

que.  =-£  feu  *’+(<iVa-/ V^so. 


Exemplum  4.. 

■703^  Propcftta  ■ aequatione 

jr  d.X-~>  axay-=a.y  <d  x*  -*-d  y* ) 
tius  integrale.  inuenire. 

Pofito  dy—  pdx  habetur  y-npxzaV(t  +pp) 
Tnde  difierentiando  elicitur.' ( i-n)pdx--nxdp=y$fjfit 

fiuc  ^-tj—j  quae  per  />*-  mul- 

tiplicata et  integrata  praebet 

, .f>  *—  1-»' K(i+^/>) 

Hinc 
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"Hinc  deducimus  cafus  fe^uentes.,  .integrationem  ad- 
mittent. s: 


fi  a— \ i /*  =' C-  J a [pp ) V ( i +pp> 

fi  »=i;  /xzzC-\a(p*~ipV~)V{i+PP) 


.ac  fi  c “ — erit  (i  +p/>)+ T.  <l 


G ’ aX*  , -°X 


X-p,\+i  (2x+i)/>'‘I''(aX-i^ 

Quodfi  ergo  fumatur  X~co  vt  fit  n— i erit 

C _ ap 

j~px+aV(  i+pp)  c*  X—  p7*+t  ~ y (i^-pp) 


vnde  fi  conflans  C fit  =o  , flatim  fcquitur  folutio 
fuperior  xx-\-yy— oa.  At  fi  conflans  C non  eua^ 
nefeat , -minimum  diferimen  in  quantitate  p infini- 
tam varietatem  ipfi  x inducit.  Quantumuis  ergo  x 
■varietur  , quantitas  p -vt  conflans  fpedlari  potefl , 
vnde  pofito  p=a  altera  folutio  y-ax+aV^  i4aa) 
obtinetur.  Hinc  ergo  dubium  fupra  circa  exem- 
plum I.  natum  non  mediocriter  illuftratur. 


Exemplum  5. 

704.  Propofita  aequatione  differentiati  ^ 
Ady1*— (Bx“-f-Cyp)dxI‘  exijlente 
eius  intergrale  inuejiigare.  . ' 

y y y a Pofito 


•*  • 
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Pofito  j2~p  erit  A/>*n:B.rx-f-  CA  Ponamus 
iam  p~q*? , x—<lP*  et  jf— vt  habeamus  hanc 
aequationem  homogeneam  Xq^"  =z  Bi^-f-  Csf®*  * 
quae  , pofitis  zzxrq  ct  <o^zsqr  abit  ia  AzzBx**5" 
_^_Cr“P'1.  Cum-  vero  (It 

djy  ~ <xnz.m-'dz  rr  a n r**”  y*8*'  [rdq -f ~q dr\  et 

pdxzz  puP*'  ^dvzxpls^"  ( sdq+qds). 

cri  t ar*1" 1 C r </#-+-  <fdr  >=(3  J^'r  (sdq+qds 

' Eft  Tera  per  hypothefin  *p-4-(38— an~ o % vnde 
©ritur 

arend'q+arJ,H"'qd'r^^s?'ldq-+(ls^~' qdf 
hiacque. 

dq  ar**“,^r  — pj‘fJ’,—r</y 

7"”  01^-ar”  *'  * 

At  eft: 

A — C f0'*3*  « 

/*  = (, ) hineque- 

4Jl-  - >4»-  ” " 

(3C  * A*— Cr*3* 

g ) 

mnde  fis- 


r — ®. 


r 


A-Cr*  — 


B 

■ , a — *• 

i?C jjT — 


-) 


Faciliui 
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Facilms  autem  calculus  hoc  modo  inilitueeue „ 
Mimto  A— i erit  * 

fit  j — x$ur  fiet 
*=? 


zPJu+frx  P7  Udx~x*  Jx(B+Ctf) 


<!trae  aequatio  , cum  fit  a=2fft#  abit -ia  hanc 

j?vV  du  -+*  ctudx  — (3 dx  (B-f-C  t^)*1 
tnd«  fit 

^5' { Idu 

* _(3(B  + C #TZ~ 

ficque  x per  » determinatur  et  quia  u— jTijy  |la„ 
bebitur  aequatio  inter  x et  y. 

SchoTrom 

7C5.  Hoc  igitur  modo  operationem  indi  tui: 
•onuemet , quando  inter  binas  -variabiles  x et  y vna< 
cum  differentialium  ratione  eiusmodi  relatio- 

proponitur  ex  qua-  valor  ipfius  p commode  elici, 
non  poteft.  Tum  ergo  calcultim  ita  nudari  opor- 
tet^vt  per  differenriationem  ponendo  dy—pdx  vel 

d*7~  P tandem  pemeniatur  ad  aequationem  differen- 
tialem  fiinplicem  inter  duas  tantum  variabiles,,  quem* 
m finem  etiam  faepe  idoneis  fubftitutionibus  vti  ne- 
cefle  eft..  Atque  hucusque  fere  Geometris  in  refolu- 

^ y y tione 


Digitized  by  Google 


54a  SECTIO  III. 

tionc  aequationum  diSerentialium  pr  mi  gradus  etiam- 
num  pertingere  licuit , vix  enim  ,vlla  via  .integra- 
lia  inueftigandi  adhuc  quidem  adhibita  hic  practcr-_ 
mifla  videtur.  Num  autem  multo  maiorem  calculi 
integralis  promotionem  fperare  liceat  ? vix  equidem 
affirmauerim , cum  plurima  extent  inuenta,  quae 
ante  vires  ingenii  humani  fuperare  videbantur.  • 
Cum  .igitur ' calculum  integralem  ia  duos  libros 
fim  partitus,  quorum  prior  circa  .relationem  , .bina- 
rum tantum  variabilium.,  pofterior  vero  ternarum 
pluriumue  verfatur  , atque  iam  libri  .primi  .partem 
priorem  in  differentidlibus  primi  ordinis  conftitutam 
hic  pro  viribus  expofuerim  , ad  eius  alteram  par- 
tem. progredior .,  in  .qua  binirum  variabilium  rela- 
tio ex  data  differentialium  fecundi  altiarisue  ordinis 
conditione  xcquiritur. 
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